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V orwor t. 


Die Inyariantentlieorie der linearen Transformation en hat sieh seit 
den Entdecknngen des Herrn Gordan in der Richtung entwickelt, 
dass die Frage nach einem endlichen Formensystem gegebener Grund- 
formen immer mehr in den Mittelpunkt des Interesses getreten ist. 
Die Vereinigung vieler Krafte anf diesen einen Punkt hat ihre guten 
Fruchte getragen; insbesondere haben in jiingster Zeit die Unter- 
snehungen des Herrn Hilbert neue Wege eroffnet und die endgiltige 
Antwort auf eine ganze Reihe bisher offener Fragen gebracht. In- 
dessen bietet die Theorie der Invarianten auch eine Fiille von Problemen 
dar 7 welche mit jener fundamentalen Fragestellung nur in einem loseren 
Zusammenhange stehen, und sehr wohl unabhangig von ihr behandelt 
werden konnen. Mit einigen Aufgaben dieser Art beschaftigt sich die 
vorliegende Arbeit. 

Es handelt sich in derselben zunachst um die Herleitung einer 
Reihe von neuen Satzen und Rechnungsweisen, welche sich auf die 
allgemeine Theorie der algebraischen Formen beziehen. Zugleich aber 
ist diese Theorie selbst von Grund aus entwickelt worden ? soweit als 
es noting erschien, um* fur das Vorzutragende eine geeignete Unterlage 
zu gewinnen. 

Im Zusammenhange dam it haben dann auch verschiedene neuere 
Untersuchungen anderer Mathematiker eingehende Rerucksiehtigung ge- 
funden. Nicht wenige grundlegende 7 vielfach gebrauchte Satze finden 
sich bis jetzt nur in Zeitschriften zerstreut; sie sind dort ihrem 
verschiedenartigen Ursprung entsprechend in sehr ungleicher Weise 
dargestellt; auch sind einige werth voile Satze in der Litteratur iiber- 
haupt nur undeutlich oder in einer sonst mangelhaffcen Weise aus- 
gesprochen, so dass es nicht moglich ist 7 auf sie als auf etwas Be- 
kanntes Bezug zu nehmen. Es musste mir natiirlich wiinschenswerth 
sein 7 solche Satze 7 die zu meinen eigen en Arbeiten in naher Beziehung 
stehen 7 in einer einheitlichen Darstellung beisammen zu haben; aber 
auch abgesehen hiervon glaubte ich keine unniitze Arbeit zu thun 7 
wftTin ich auch Anderen das Wort gonnend mich bestrebte 7 eine Reihe 
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Vorwoit. 


von zum Tlieil wenig bekannt gewordenen Untersucbungen zu einer 
aus sicb selbst heraus verstandlicben Darstellung zu verscbmelzen. 

Das ist nun aber nicbt etwa so aufzufassen, als ob zu dem Ver- 
standniss der vorliegenden Arbeit gar keine Yorkenntnisse aus der 
Tbeorie der Formen erforderlicb waren. Wenn aucb alle Fundamental- 
s'atze in der Scbrift selbst abgeleitet werden, so habe icb dock nicbt 
mnbin gekonnt, einige Kenntniss des allgemeinen Gedankeninbaltes der 
Tbeorie und eine gewisse Fertigkeit im Gebraucb der sogenannten 
symboliscben Ausdriicke vorauszusetzen (beide etwa in dem Umfange, 
in welchem sie durcb das Studium der einscblagigen Abscbnitte der 
von Herrn Lindemann bearbeiteten Vorlesungen Clebsch 7 s uber Geo- 
metrie erworben werden konnen). Icb batte sonst viele Einzelbeiten 
breiter ausfiibren, und aucb die allgemeinen Entwickelungen durcb 
zablreicbe Beispiele unterbrecben mussen. Es konnte uberbaupt nicbt 
meine Absicht sein, ein Lebrbucb zur ersten Einfilbrung in die Tbeorie 
zu verfassen, da wir von berufener Seite ein solcbes tbeils scbon er~ 
balten, tbeils nocb zu erwarten baben. Wenn gleicbwobl, besonders 
bei der Grundlegung der Tbeorie, nicbt alle Beriibrungen mit dem 
Inbalte der von Herrn Kerschensteiner herausgegebenen Yorlesungen 
des Herrn G or dan vermieden worden sind, so liegt dies daran, dass 
icb micb nicbt fortwahrend auf ein Werk stiitzen wollte, dessen ganze 
Anlage eine andere ist, und von welcbem der bauptsacblicb in Betracbt 
kommende Tbeil erst nocb erscbeinen soil. Im Uebrigen babe icb 
diejenigen Gegenstande, welcbe voraussicbtlicb den Hauptinbalt des* 
dritten Bandes der Gordan’scben Yorlesungen bilden werden, namlicb 
die mit dem Begriff der Ueberscbiebung zusammenbangenden Satze 
und die Tbeorie besonderer Formensysteme ganzlicb bei Seite gelassen. 

Der bier zu Grunde gelegte Invariantenbegriff ist nicbt ganz der 
gewobnlicbe. In wie weit und wesbalb icb von dem Herkommen ab~ 
gewicben bin, das findet man in dem einleitenden Abscbnitt auseinander- 
gesetzt. Derselbe entbalt ausserdem einige Betracbtungen uber Umfang 
und Bedeutung des Begriffs der Invariante algebraischer Formen *) 

Der zweite Abscbnitt ist vorzugsweise der Tbeorie der ternaren 
Formen gewidmet. Obwobl viele der darin entwickelten Satze eine 
weit allgemeinere Geltung baben, so sind docb aucb sie meist nur an 
dem Beispiel der ternaren Formen auseinanaergesetzt worden, weil es 
aus Riicksicbt auf die Darstellung wxinscbenswerth erscbien, einen be- 
stimmten Fall vor Augen zu baben, und weil die binaren Formen nocb 


*) Der grossere Tbeil des ersten Abscbnittes ist scbon friiber im Druck er- 
scbienen (Sitzungsbericbte der k. sachs. Acad. d. W., 1887 , S. 137 ). 
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so specielle Gebilde sind, dass man aus ilirer Tlieorie keine zutreffende 
Vorstelkmg von der Bebandlung des allgemeinen Falles entnebmen 
kann. Da aber gerade die besonderen Eigensehaften der binaren Formen 
an manchen Stellen nocli welter vorzudringen erlauben, als es selbst 
bei den ternaren Formen tbunlich erscbeint, so babe icb mir offers 
eine Abscbweifung in das Gebiet der binaren Formen gestattet. 

Von dem Inhalte des zweiten Abscbnittes glaube icb als mein 
Eigentbum bezeicbnen zn diirfen einige vorzugsweise in der zweiten 
Halfte des Bucbes eingefubrte Recbnungsmethoden; ferner zngleicb in 
sacblicher Hinsicbt die Tbeorie der zusammengesetzten Reibenentwickel- 
ungen (§ 6, 7, 8, 9, 10, 12), in welcber durcb Clebscb eben nur ein 
Anfang gemacbt war; die Theorie der Differentialgleicbungen der In- 
varianten in der bier entwickelten Form (§ 15, 16, 17, 18; Anhang 
z. TL), endlicb den Inbalt des § 20, auf den icb besonders aufmerk- 
sam macben mocbte, da die daselbst aufgestellte Uebertragungstafel 
als Vorbild fiir eine Reibe allgemeinerer Uebertragungsmetboden gelten 
kann. Man wird aber aucb in den iibrigen Paragrapben mancbes Neue 
finden, nnd in der Gestaltung des Ganzen eine selbststandige Auffas- 
sung boffentlich nicht vermis sen. 

In der Kunstspracbe babe icb mir zwar einige Abweicbungen von 
dem Herkommen erlanbt, micb jedocb im Wesentlichen der bei den 
deutscben Matbematikern iiblicben Ausdrucksweise angescblossen. Die 
gebraucblicbe Unterscbeidung von Covarianten, Zwischenformen und 
Contravarianten babe icb fallen lassen, und nenne alle diese Bildungen 
einfacb Covarianten. Einmal namlich bringen die genannten Bezeicb- 
nungen nur geringen Nutzen, weil in den allgemeinen Satzen Co- 
varianten, Contravarianten und Zwischenformen immer zusammen auf- 
treten, wabrend bei speciellen Formen der Anblick der analytischen 
Ausdrucke die Einftibrung besonderer Bezeicbnungen uberfliissig macbt. 
Dann aber wird es in mebrfacb ausgedebnten Gebieten doch unmog- 
lich, fur die Fiille der neu hinzutretenden Bildungen jedesmal eigene 
Namenzu erfinden. — In dem beigegebenen alpbabetiscben Verzeicbniss 
findet man alle offer wiederkebrenden Ausdrucke, die im Texte er- 
klart sind, und die Stellen an welcben sie zuerst vorkommen. Ver- 
schiedene der eingefiibrten Bezeicbnungen und Begriffe finden in der 
vorliegenden Scbrift selbst nocb keine ausgedebnte Verwertbung. Ihre 
Aufhabme in das Bucb ist in dem Wunsebe des Verfassers begrundet, 
sicb bei spateren Veroffentlichungen auf eine zusammenbangende, syste- 
matiscbe Darstellung berufen zu konnen. Bei anderen wird man obne 
Weiteres erkennen, dass sie nur vorubergebende, zur Vermeidung einer 
sekleppenden Redeweise gebraucbte Abkiirzungen sind. 



VIII 


Vo r wort. 


Audi in der Scbreibart der symboliscben Formeln babe icli dem 
Herkommen nicht ganz folgen konnen. Man bezeichnet gewobnlich 
einen Ausdruck von der Form Zu t Xi, in welcbem die Grossen %h nnd x t 
einander dualistiscb gegenliberstebende Veranderlicbe sind ; durcb das 
Symbol %i x . Diese Abkiirzimg wird aber dann misslicb ; wenn man 
sowobl den Bucbstaben u als aueb den Bucbstaben x nocb rait einem 
Index verseben muss ; wie es haufig vorkommt. Icb schreibe daber fur 
solcbe Ausdriicke ( ux), womit zugleieb auch deni Princip der Dualitat 
besser Recbnung getragen wird. Fine Zweideutigkeit konnte bierdurcb 
nur bei den binaren Formen entsteben, da in ibrer Tbeorie das ent- 
sprecbende Zeieben bereits zur Darstellung der sogenannten Klammer- 
factoren (Factoren zweiter Art — a 2 b L ) gebraucbt wird. 

Man wird aber bemerken ; dass in der Tbeorie der binaren Formen 
die Factoren ;; erster Art“ (Factoren vom Typus a x = a 1 x 1 -j-a 2 x 2 ) 
ganz uberflussig sind, und dass man mit den Klammerfactoren allein 
scbon vollstandig ausreicbt. Die biernacb neu einzufiibrenden Bezeicb- 
nnngen sind auf Seite X erklart. 

Scbliesslicb sei nocb bemerkt, dass an einigen Stellen, wo es gait, 
den Zusammenhang der Tbeorie der Invarianten algebraiscber Formen 
mit der Tbeorie der Transformationsgrnppen darzulegen ; auck einige 
Bekanntscbaft mit den Grundbegriffen der letzteren Disciplin voraus- 
gesetzt worden ist. Der grosste Tbeil des Inbaltes der vorliegenden 
Scbrift wird indessen aueb obne vorgangiges Studium des Lie’schen 
Werkes tiber diesen Gegenstand verstandlicb sein. 

Marburg, im Juli 1889. 
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Bezeichmingen. 


In der Theorie cler binaren Formen wire! statt des gebraucblicben 
a x = a 1 x 1 -f- a 2 x 2 gesebrieben (ay) = a x y 2 — a 2 y x ; wobei also y 2 fur x i 
und — y t fur x 2 gesetzt ist. Der Ausdruck einer binaren Form n tev 
Ordnung wird liiernach: 

f= (ay)* = (a,y 2 - «,&)* = a 0 y 2 n - Q a l y 2 n ~h Jl ^ ; 

die lc ie Ueberscbiebung zweier Formen f = (< ay) >l und <p — (fiy) m wird 
(f> <p)x = (ap)*(ciy) n - x (Py) m - x 

u. s. w. Zur Bezeiehnung der Veranderlicben und Symbole des binaren 
Gebietes werden immer kleine Bucbstaben gebrauebt; bei den ternaren 
Formen werden ebenso aussebliesslieb grosse Bucbstaben verwendet. 
Im ternaren Gebiete bat man zwei Arten yon Veranderlicben und ent- 
spreebenden („eogredienten“) Symbolen zu untersebeiden, die man in 
bekannter Weise als Punbtcoordinaten und Liniencoordinaten deuten 
kann. Wo es niebt notbwendig ist, diese Coordinaten einzeln zu be- 
traebten, bezeichnen wir in der Weise Grassmann’s immer den In- 
begriff yon je drei zusammengeborigen als eine „Veranderlicbe“, und 
reden dem entspreebend yon „Punkten“ X, F, Z, . . . (d. b. X x : X 2 : X 3 , 
Y x : Y 2 : F 3 , . . .) und „Linien“ U , V, W , . . , ; Punktsymbolen“ 
P ; Q 7 R, . . . und „Liniensymbolen“ A, B, C, . . . 

Die Determinanten 



Y 1 Z x 


U L u w x 

| X 1 Y 2 Z S I = 

X, y 2 z. 

Si 

ft 

II 

u, v 2 w 2 


x 3 Y s Z 3 


U s v 3 w 3 


stellen wir, wie gebrauchlich, durcb die Zeicben (. XYZ) und (UVW) 
dar; fur den Ausdruck U 1 X 1 + U 2 X 2 + U S X 8 sebreiben wir (UX). 

Beispielsweise wird die symbolisebe Darstellung einer ternaren 
quadratiseben Form, welcbe eine yeranderliebe Linie entbalt, 

(UPf = (U.p, + U 2 P 2 + U 3 p 3 y. 
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Soli eine Gerade U als Yerbindungslinie zweier Punkte X und Y dar- 
gestellt werden, so wird dies ausgedruckt dureb die Substitutionen 

u x = z 2 r 3 - 14 r 2 = XqY 1 - z x r s , 11 = x,y 2 - z 2 r t . 

/\ 

Hierfur scbreiben wir kiirzer U — IT; und ganz ebenso ist die sym- 

bolisclie Gleicbung X= UV aufzufassen. 

Es werden ofter aucb Formen betraebtet, welche neben den Yer- 
anderlicben des ternaren Gebietes Yeranderlicbe eines Gebietes boberer 
Stnfe entbalten. In solchen Fallen sind behufs leichterer Unterscbei- 
dung fur die letzteren Veranderlicben und die zugehorigen Symbole 
in der Regel Bucbstaben des grossen deutsclien Alpbabetes verwendet, 
zum Tbeil aucb statt der runden Klammern gescliweifte oder eekige 
gesetzt worden. Im Gebiete X ter Stufe wird also z. B. { 11 26 } ge- 
schrieben fiir IX^ -j {- U.y2£j ; und { 3£§)3 • • •} fbr die Deterainante 

|2 1 9 s 8»--.|- ' Y 

Nocb sei die Bemerkung hinzugefugt, dass icb unter einer „llnearen“ 
Covariante einer Form F iinmer eine Covariante ersten Grades ver- 
stebe, eine Form also, welcbe linear ist nicht in den Yeranderlicben, 
sondern in den Coefficienten der Grundform F. 

Die unter der Bezeiebnung [Lie] vorkommenden Gitate bezieben 
sicb auf das Werk: Theorie der Transformationsgnippen (Abscbnitt I), 
unter Mitwirkung von Fr. Engel bearbeitet von S. Lie, Leipzig 1888. 

Der zweite Band der von Herrn Eerscbensteiner lierausgegebenen 
Yorlesungen des Herrn Gordan (Leipzig, 1887) ist init [Gordan- 
Eerscbensteiner] citirt. 



Verbesserungen. 

Seite 7, Zeile 6 v, o. 1 : complexe Grdssen gedacht . 

Seite 14, Zeile 1 v. o. 1. „warde“ stafct „wird“. 

Seite 36, Zeile 3 v. o. 1. F/' 1 V/ 1 statt F/ 2 V /' 3 . 

Seite 45, Zeile 12 v. u. 1. „anf“ statt „fur“. 

Seite 65, Zeile 8 y. a. ist das Wort „irgend { ‘ zii streiehen. 

Seite 69, Zeile 6 y. o. 1. „Differentiationsprocesse { ‘ statt „Differentialprocesse“ 
Seite 101 in der Anmerkung lies: „Dieser Satz ist“ statt „Fur den Fall q = 1 
ist dieser Satz“ 

Auf Seite 104 u. ff. bitte icli in den Satzen III and IY nnd den zngehorigen 
Beweisen statt des missverstandlichen Ausdrucks „ Gleichmgssysteiti (< zn setzen 
„Gesammtheit der Gleichmgen 



Ueber den Begriff der Invariante algebraiscker Fornien 
and fiber die symbolisclie Metliode. 
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V orbemer&xmgen. 


Die nachfolgenden Betrachtungen erheben keinen Anspruch darauf, 
die Wissenschaft urn irgend welclie neue Theoreme zu bereichern; was 
an ikrem stoffliclien Inhalt vielleicbt neu sein mag, ist ganz elemeii- 
tarer Natur. Sie bezweeken tkeils eine scharfere Umgrenzung, theils 
eine Enveiterung, theils auch eine von der bisherigen principiell ab- 
weichende Fassung der Grundbegriffe der Invariantentheorie. 

Sie wurden veranlasst durch das Bediirfniss nach einer scharf um- 
schriebenen Bestimmung des Begriffes der „irrationalen Covariante^ 
welches sich mir bei verschiedenen Untersuchungen aufgedrangt hatte. 
In der mir bebannten Litteratur fand ich dasselbe nicht befriedigt, ja 
ich fand sogar uberhaupt keine Definition dieses Begriffes, wiewohl 
man das Wort mehrfach gebraucht. Urn zu einer solchen Definition 
zn gelangen, schien mir nun der gewohnliehe Begriff der rationalen 
Covariante kein geeigneter Ausgangspunkt zu sein. Auch war es mir 
bereits aus anderen Griinden wiinschenswerth erschienen, die Fassung 
der Grundbegriffe der Theorie der Invarianten etwas abzuandern. 

Bei manchen Untersuchungen stellt sich das Bediirfniss heraus, 
solche Formen zu betrachten, von welchen gewisse Invarianten von 
vorn herein gleich Zahlen gesetzt sind. So ist zum Beispiel fur das 
Studium der Gruppe von linearen und dualistischen Transformationen, 
welche einen festen Kegelschnitt in sich selbst uberfiihren, die Be- 
trachtung einer ternaren quadratischen Form von Wiehtigkeit, deren 
Invariante einen numerischen Werth hat. 

Solche Formen verlieren nun im Allgemeinen ihre Eigenthiimlieh- 
keit, sobald man auf sie lineare Transformationen anwendet, deren 
Determinante von der Einheit verschieden ist; denn jene Invarianten 
erhalten ja dann einen Factor, welch er eine Potenz der Transformations- 
determinante ist. 

Es erscheint mir daher zweekmassig, in der Invariantentheorie im 
Allgemeinen nur von solchen linearen Transformationen Gebrauch zu 
machen, deren Determinante den Werth Eins hat. 
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I, § 1. Vorbemerkungen. 


Eben dahin fiihrt auch der naheliegende Wunsch, die Definition 
der Invariante in der Formentheorie so einzurichten, dass sie sicli aus 
dem allgemeinen Invariantenbegriff, weleben Herr Lie in seiner Theorie 
der Transformationsgruppen zu Grunde legt, dureh Specialisirung ergibt. 
Das ist aber mit dem bisherigen Begriffe der Invarianten algebraischer 
Formen bekanntlicli nieht der Fall. 

Ferner lasst mir noch ein dritter Grand eine Abweichung von 
der gebrauchlichen Fassung des Invariantenbegriffes wiinschenswerth 
erscheinem 

Man definirt bekanntlich als „ Invariante “ eine ganze rationale 
Function der Coefficienten algebraiscber Formen, welche sicli nack Aus- 
filhrung einer linearen Transformation mit einem Factor reproducirt, 
von welchem man entweder verlangt, dass er eine Potenz der Trans- 
formationsdeterminante ist, oder aucli nur, dass er allein von den Con- 
stanten der Transformation abhangt. Im letzteren Falle beweist man, 
dass dieser Factor eine Potenz der Transformationsdeterminante ist.*) 

Hat man es nan nur mit Fnnctionen der Coefficienten einer ein- 
zigen Grundform zu thun, so folgt sofort, dass eine jede Invariante 
eine homogene Function ihrer Argumente ist. Derselbe Scbluss kann 
aber im Allgemeinen nicht melir gemaclit werden, sobald es sicli um 
simultane Invarianten mebrerer Formen handelt. Seien zum Beispiel 
(ax), (bx), ({ ex ) drei binare lineare Formen, so ist bereits (ah) + (be) 
eine Invariante, welche obiger Definition vollkommen geniigt, aber 
nicht in Bezug auf die Coefficienten jeder einzelnen Grundform homogen 
ist. Fllr das Studium der Gruppe aller linearen Transformationen 
deren Invariantentheorie eben die Theorie der algebraischen Formen 
ist, haben aber derartige Bildungen keinerlei Bedeutung; hier inter- 
essiren nur solche Eigenschaften der algebraischen Formen, welche 
allein von den Verhaltnissen der Coefficienten einer jeden abhangen. 
Man sieht sieh daher jetzt genothigt, den Begriff der Invariante nach- 
traglich einzuschranken, und die Homogeneitat nun ausdrucklich zu 
verlangen, wahrend man sie im besonderen Falle noch beweisen konnte. 
Es sekeint mir aber zweekmassiger, von vornkerein einen einheitlichen 
Begriff der Invariante zu Grande zu legem 

Eine Abweichung von dem seitherigen Invariantenbegriff wird 
aber geradezu zur Notkwendigkeit, wenn man auch irrationale In- 
varianten mit in Betrackt ziehen will. Wahrend namlich kinsichtlick 


*) Um die Entwickelung nicht unterbrecken zu mussen, nehmen wir diesen 
elementaren Satz vorlaufig als bekannt an. Er wird in § 1 des zweiten Abschnittes 
bewiesen werden. 
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der rationalen Invarianten wenigstens das Theorem bestekt, dass eine 
jede eine ganze Function von homogenen Invarianten ist, gibt es kin- 
sichtlieh der irrationalen Invarianten keinen aknliehen Satz; man muss 
also jetzt eniweder auch nicht-homogene Invarianten zulassen, was im 
Allgemeinen keinen Zweek hat, oder man muss die Homogenei'tat 
mit in den Begriff der irrationalen Invariante aufnehmen. Dann aber 
muss man dasselbe dock offenbar auch hinsichtlich der rationalen In- 
varianten thun. 

Was endlich die Umgrenzung des Invarianienbegriffes anlangi, so 
lasst sich geltend rnachen, dass die ubliche Definition der Invariante 
umfassender ist, als man sie in Wirklichkeit gebraucbt und gebrauchen 
kann. Seien z. B. A und B irgend zwei Invarianten gieichen Grades, 
so bezeichnet man auch A -f- IB als eine Invariante, worin l irgend 
eine Zahl sein darf, z. B. auch = tc. In Wirklichkeit operirt man 
aber in alien Fallen, wo man einen solchen Parameter specialisirt, nur 
mit rationalen Zahlen, und es wird sich auch niemals ein Bediirfniss 
herausstellen konnen, in der Tkeorie der rationalen , beziiglich algebra - 
ischen Invarianten andere als rationale , beziiglich algebraische Zahlen 
zu gebrauchen. 1 ) Es scheint mir gut, die Bestimmung der Grossen- 
gebiete, in welchen man sich bewegt, sogleich mit in den Begriff 
der Invariante aufzunehmen. Endlich bietet die als wiinschenswerth 
bezeichnete scharfe Abgrenzung des Invariantenbegriffs noch einen 
weiteren Yortheil dar, der zwar hier noch nicht auseinandergesetzt 
werden kann, aber dock wenigstens erwaknt werden mag. Dureh sie 
wird es namlich moglich, gewisse allgemeine Satze als aasnahmslos 
kinzustellen, die bei Gebrauch der alteren Definition Ausnahmen unter- 
worfen sind. (Ygl. II. Abschn. § 8.) 

§ 2 . 

Begriff der Invariante. 

Ich will nun versueken, ein System von Begriffsbildungen auf- 
zurichten, welches den genannten Bediirfnissen Rechnung tragt, und 
auch irrationale Invarianten einsehliesst. Um jedoch dem ganzen 
Gebaude die nothige Einfackkeit zu wahren, und seinen Plan besser 
hervortreten zu lassen, gebe ich die aufzustellenden Begriffe nicht so- 
gleich in ihrer grossten Allgemeinheit, und auch nicht genau in der 
Form, in welcher sie spater verwendet werden sollen. Alle Definitionen 
sind daher so zu verstehen, dass nachtragliche, besonderen Bediirfnissen 
entsprechende Erweiterungen vorbebalten bleiben. 

Wenn im Folgenden von einer „linearm Transformation schlecht- 
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weg die Rede ist, so ist damit immer eine solche von der Determinante 
Eins gemeint. Eine lineare Transformation, deren Determinante einen 
unbestimmt gelassenen Werth hat, nennen wir znm Unterschiede eine 
^allgemeine lineare Transformation 1 *. Eine Transformation von der De- 
terminante Nullheisst eine „ausgeartete Transformation* 1 ; eine nieht aus- 
geartete Transformation, sofern sie als solche besonders hervorgehoben 
werden soil, eine v eigentliche ** Transformation. Die Coefficienten einer 
allgemeinen Transformation werden als vollig umbestimmte Parameter 
gedacht, ebenso auch die Coefficienten einer Transformation von der 
Determinante Eins oder Null als im Uebrigen unbestimmte Parameter*) 
Es versteht sicli von selbst, und wird im Folgenden nieht wieder her- 
vorgehoben, dass bei Ausfuhrung einer linearen Transformation die 
Coefficienten der Transformation immer als rational bekannte Grossen 
anzusehen sind. 

„ Invar ian teneigenschaft * : (in der allgemeinen projectiven Gruppe) 
heisst die Eigenschaft einer Function der Coefficienten algebraischer 
Formen, sich nach Ausfuhrung einer linearen Transformation (von der 
Determinante Eins) unverandert zu reproduciren. Es muss also, wenn 
eine Function die Invarianten eigenschaft besitzen soil, einerlei sein, 
ob man erst die Function bildet, und dann eine lineare Transformation 
ausfuhrt (wodurch die Function nur ihre Form, aber nieht ihren Werth 
andert), oder ob man eine lineare Transformation ausfuhrt, und dann 
aus den transformirten Coefficienten dieselbe Function bildet (wobei 
eine Function im Allgemeinen einen neuen Werth annimmt). Aehnlich 
kann man auch von der „Invarianteneigenschaft“ einer Differentiations- 
operation reden 2 ); uberhaupt werden wir einem Processe die „ Invarianten - 
eigenschaft ** mschreiben , oder ihn „ invariant ** nennen , wenn die beiden 
Operationen: Ausfiihrmg einer linearen Transformation auf die Coeffi - 
cimten der Grundformen , und Ausfuhrung des Processes , in Hirer Beihen- 
folge vertauschbar sind . 

Ich beginne mit der Umgrenzung des fur die Theorie der In- 
varianten naturlichen Bationalitdtsbereiches , welchem alle in ihr zu unter- 
suchenden Grossengattungen entstammen. 

&ebiet I. (Stanimbereich.) Als bekannt angesehen wird eine jede 
gauze rationale Function**) der Coefficimten einer oder mehrerer alge - 

*) Die Probleme, mit welc]ien sich die Invariantentheorie der continuirlichen 
Gruppe dller linearen Transform ationen beschaftigt, geben im Allgemeinen keine 
Veranlassung, die Transformationen mit numeriseken Coefficienten auszuzeichnen. 
Dieselben besitzen auch geometrisch nichts Ausgezeichnetes. 

**) Ich bediene mich des Ausdruckes „ Function u statt des an sich bezeieh- 
nenderen Wortes „Form u , um Yerwechselungen vorzubeugen. 
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braiseher Formen und geicisser , /ji jtdem Falle ausdriicldich zu ad - 
jungirender Far a meter system e y tcelche in den Coeffkienten jeder einzelnen 
Form mid den Parametern jedes einzelnen Systems homogen ist ? mid 
als Goefficmiten nur positive odor negative game Zahlen hat. Die 
Coeffkienten der gegebenen Formen iverden dabei als vbllig unbestimmte 
Grossen gedacht 

Anmerhing. Unter den Functioned des Gebietes I werden in be- 
kannter Weise die ganzen Zalilen und die adjungirten Parameter mit 
einbegriffen. Sie sind homogene Functionen vein Grade Null in alien 
Goefficientensystemen. 

Def. I. v Game Invariants^ heisst jede Function des Gebietes J ; 
ivelche die Invarianteneigenschaft besitzL 

„Ganze Covariante u gegebener Formen heisst jede gauze Invariants 
in dem simultanen System derselben und gewisser, einem jeden Systems 
hinzuzufiigender linearer Formen. 

Zusatz 1. ;; Eine ganze Invariante“ ist naeh Def. I aucb jede gauze 
Zahl ; sowie jede ganze ganzzahlige homogene Function der adjungirten 
Parameter. Dock wird man diese in der Regel nicht als „Invarianten“ 
bezeicbnen, sondern das Wort fur die Functionen mit Invarianten- 
eigenschaft vorbebalten, welche wirklich Coefficienten algebraischer 
Formen enthalten. Man betrachtet es dann als selbstverstandlieh, dass 
jene Constanten einem jeden System von Invarianten hinzugefiigt 
werden. 

Zusatz 2. Der Begriff der „ ganzen Oovariante“ ist naeh. Def. I 
kein vollig bestimmter, sondern hangt von der Zakl und Art der dem 
betreffenden Systeme hinzugefiigten linearen Formen ab. Welche Formen 
zu adjungiren sind, daruber wird das jedesmalige Bedurfniss entscheiden. 
Die Nothwendigkeit, uberbaupt neben dem Begriffe der Invariante den 
der Covariante einzufuhren, liege darin, dass gewisse Grundprobleme 
aus dem Gebiete eines Systems von Formen nicht durch Betrachtung 
der „Invarianten“ des Systems allein erledigt werden konnen. Eben 
dieser Umstand weist aber auch auf eine Begrenzung in der Zahl der 
zu adjungirenden linearen Formen bin. Fur die meisten Zwecke geniigt 
es (bekanntlick), im Gebiete n teT Stufe n — 1 Systeme solcber Formen 
einzufuhren, welche bezliglich 1, 2 ; . . . % . . . n — 1 Formen enthalten; 
wobei die Coefficienten des % tGn Systems nur zu den ^-reibigen Deter- 
minanten verbunden auftreten, welche man der aus ibnen gebildeten 
Matrix entnebmen kann. Man wird daber fur gewohnlich den Begriff 
der „ ganzen Covariante i( im engeren Sinne nur fur die simultanen In- 
varianten der gegebenen Gnmdformen mit jenen Systemen linearer Formen 
gebrauchen, und da, wo besondere Zwecke die Herbeiziehung weiterer 
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linearer Formen erfordem, dies besouders festsetzen, wofem nicht der 
Zusammenhang eine ausdruckliche Festsetzung uberfliissig maebt. 

Im binaren Gebiete z. B. reicht im Allgemeinen die Adjunction 
einer einzigen linearen Form aus. Hat aber die Grundform mebrere 
Veranderliehe, so ergibt sicb fur gewisse Probleme von selbst die Notli- 
wendigteit, Covarianten mit mehreren linearen Formen zu bilden. 

Znsatz 3. Eine game Covariante vom Grade Null in den Coeffi- 
cienten der gegebenen Gnmdformen heisst „game identische Covariante 11 . 

Im ternaren Gebiete z. B., wo man im Allgemeinen zwei lineare 
Formen zu adjungiren hat, welche einen Punkt X und eine Linie U 
darstellen, ist die Invariante ( UX ) eine solche identische Covariante. 

Zusatz 4. Ersetzt man in einer Grundform die in ihr auftretenden 
Veranderlichen-Reihen in geeigneter Weise durch die Coefficienten eben 
so vieler linearer Formen, so erhalt man bekanntlich ganze Xnvarianten 
des simultanen Systems der Grundform und dieser linearen Formen. 
Wir -wollen mm festsetzen, dass dies immer geschehen soil , so dass also 
nunmehr die Gnmdformen selbst unter den Begriff der Invarianten , be- 
ziiglich Covarianten fallen . Die urspriinglichen Verdnderlichen imnmcn 
durch diesen Schritt aus der Theorie der Invarianten gam in Wegfall, 
und behalten nur nock eine zur Begriffsbildung dienende, vermittelnde Bolle. 
An ihre Stelle trefcen jene linearen Formen, deren Systeme (vgl. Zu- 
satz 2) wir jetzt, ohne Missdeutungen furchten zu miissen, als „Ver~ 
dnderliche <l bezeichnen dtirfen. Damit soil natiirlich nicht gesagt sein, 
dass diese linearen Formen etwas wesentlich Anderes waren, als die 
Grundformen selbst; es wird durch das Wort nur ihre Stellung in der 
Theorie jener Grundformen bezeichnet. 

Es ist vielleicht nicht nberflussig, an dem Beispiele der ternaren 
Formen auseinanderzusetzen, was diese Festsetzungen bedeuten. 

Im ternaren Gebiete haben wir zwei Arten von Veranderliehen, 
von welchen die eine einen Punkt Y (Y 1 :Y 2 :Yf) 7 die andere eine 
Linie V darstellt 


(V X :V 2 : 7 3 = Yf Y 3 " — Yf Y '' : Yf Y" - Yf Yf r : Yf Y 2 — Z/ Y L f '). 

Yon irgehd einer Grundform, welche eine oder auch beide Ver- 
anderliehe enthalt: (JB Y) m (FP) ra bildet man nun Invarianten und 
„Covarianten“ von welchen die letzteren ebenfalls eine, oder auch beide 
Veranderliehe Y und V enthalten. Man hat so in dem Formensystem 
einer Anzahl von Grundformen zwei verschiedene Systeme von ver- 
anderliehen Parametern, welche sich den linearen Transformationen 
gegeniiber in verschiedener Weise verhalten, namlich erstens die Coeffi- 
cienten der Grundformen, zweitens die Coordinaten Y 1 : Y % : Z 3 und 
V x : V 2 : V r Wir ersetzen nun Y x : Y 2 ; Z> und V 1 : V 2 : V 3 durch die 
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Co efficient en X t :X 2 : X z und U x : U 2 : U d zweier neuer Grundformen 
(VX) nnd ( TJY ), und erreiehen dadureh, dass wir nun in alien zu 
untersuelienden Bildungen nur nock eine Reihe von Parametersystemen 
haben, welche sich linearen Transformationen gegeniiber in gleicher 
Weise verhalten (abgesehen naturlicb von den durch die sogenannte 
Contragredienz bedingten Y erschiedenheiten). Die urspriinglichen Ver- 
anderlicben V 1 : V 2 : V 3 und Y 1 :Y 2 : Y s verschwinden damit vollig aus 
cler weiteren Entwiekelung der Theorie, und werden durch die neuen 
,, Veranderlichen" U und X ersetzt, die sich von jenen nur durch ihr 
Yerhalten gegeniiber linearen Transformationen unterscheiden. Damit 
liaben wir allerdings keine wesentliche Yereinfachung erzielt, wenn auch 
manche Satze sich jetzt einfacher aussprechen lassen ; als es vorher 
moglich war; doch erhalt die Theorie jetzt eine grossere innere Har- 
monie, bedingt durch das Yorhandensein von nur einer Reihe unter 
einander gleichwerthiger Parametersysteme, der Coefficientensysteme 
der einzelnen Grundformen. — Die Form (BX) m ( UP) n , welclie nur 
die beiden Veranderlichen X uud U enthalt, bezeichnen wir als einen 
„Connex“, ebenso wie das durch die Gleiehung (BX) )n (TJP) n = 0 dar- 
gestellte geometrisclie Gebilde. Die Zahlen m und n heissen „On?- 
nung ic und )} Classe iC des Connexes. Beide zusammen, wie iiberhaupt 
die Grade ; in welchen die Veranderlichen in irgend einer Form auftreten ; 
nennen wir die „Ordnungs2ahlen“ dieser Form. 

Zusatz 5. Darin, dass wir in der Definition des Stammbereiches 
festgesetzt haben ; dass die Co efficient en der gegebenen Formen als 
vollig unbestimmte Grossen gedacht werden sollen, liegt bereits, dass 
eine ganze ganzzahlige homogene Function dieser Grossen nur dann 
als eine „ ganze Invariante" bezeichnet werden darf, wenn sie in dem 
ganzrn Gebiete ihrer Argumente die Invarianteneigenschaft hat. Eine 
ganze ganzzahlige Function, die nur so lange die Invarianteneigen- 
schaft hat, als ihre Argumente gewissen Bedingungen genugen, bezeichnen 
wir nicht als eine ganze Invariante", und zunachst iiberhaupt nicht 
als eine „Invariante" Eine solche Function kann sehr wohl innerhalb 
jenes Theilgebietes einer „ganzen Invariante" gleich sein. 

Gebiet II. Hierher stellm wir alle Functional , welche Quotienten 
meietr Grossen des Gebietes 1 sirnl 

Del II. „ Rationale Invariante " Jieisst jede Function des Gebietes II, 
welche die Invarianteneigenschaft besitzt. 

„ Rationale Covariante ci der gegebenen Grundformen Jieisst jede 
rationale Invariante in dem erweitertm System der Grundformen und 
der himugefiigten „ Veranderlichen ", ivelche in Bemg auf die Coefficienten 
der letzteren eine game Function ist 
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Die Theorie clieser rationalen Invarianten und Covarianten lassfc 
sicli ohne Weiteres auf die der ganzen Invarianten und Covarianten 
zuriickfuhren. 3 ) 

Lehrsatz. Jede rationale Invariante ist der Quotient meier gamer 
Invarianten ; jede rationale Govariante ist der Quotient einer gamen 
Covarianie und einer gamen Invariante . 

Bei dem Beweise dieser Beliauptung diirfen wir uns auf den ersten 
Fall beschranken, da dieser den anderen mit umspannt. 

Es seien b x , ... die Coefficienten der gegebenen Formen, 
a', bf, ... die entsprecbenden Coefficienten der transformirten For men, 
also homogene lineare Functionen beziiglich der a- L , b x , ... Nehmen 
wir nun an, dass die zu untersuchende Function als ein Bruch dar- 
gestellt ist, dessen Zahler f b X) . . .) und Nenner ( a t , b Xj . . .) deni 
Stammbereiche angehoren, und in diesem keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Es ist dann nach Voraussetzung 

f(d, V, • • •) = f (a, b, ■ . .) 

9 («'; V , . . .) cp(a, b, ...), 
vvofur wir auch schreiben konnen: 

f(d, V , . . .) . <p (a, l, , v 

9 (d, V, . . .) ~~ ; ( ? ’ • - j - 

Nun steht rechts eine ganze Function, welche in den Argumentreihen 
a, tj b X) ... homogen ist, also auch links. Da aber f (aj V, . . .) und 
cp (a, b\ . . .) keinen gemeinsamen Theiler haben, so mussen cp (a', b \ . . .) 
und (p (a, &, , . .) einen solchen besitzen, und zwar in der Function 
cp(a,b' } . . .) selbst. Es ist also der Quotient cp (a\b\ ...):<p(a, 6,...) 
eine Constante in Bezug auf die Argumente a } b y ... Hieraus aber 
folgt, dass er eine Potenz der Transformationsdeterminante, und mithin der 
Einheit gleich ist. Es sind also die Functionen cp und f ganze Invarianten. 

Zusatz. In vielen Fallen ist es niitzlich, fur solche rationale In- 
varianten, die nicht zugleich ganze Invarianten sind, eine kurze Be- 
zeichnung zu haben. Wir nennen sie „gebrochene Invarianten Ci . Eine 
gebrochene Invariante kann einer ganzen Invariante oder iiberhanpt 
einer Function des Gebietes I hochstens in einem Theile des Gebietes 
ihrer ^Argumente gleich sein. 

Zu den gebrochenen Invarianten gehoren insbesondere die „abso- 
luten Invarianten u , zu welcben wir auch die sogenannten „absoluten 
Covarianten" zahlen wollen. Sie sind rationale Invarianten, welche 
in den Coefficienten jeder betheiligten Grundform den Grad Null haben. 

Grebiet III. Rierher stellen wir jede game algebraische Function 
der Grossen des Gebietes J, welche in den Coefficienten jeder eimelnen 
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Grandform, und hi den Parametern eines jeden adjaugirten Paramcter- 
sijstems homogen 1st 

Amnerkung. Dazu ist notliwendig 7 dass die Grade der Goefficienten 
der algebraischen Gleicbung, dureli welche die gauze algebraische 
Function definirt wird, in Bezug auf die Goefficienten jeder einzelnen 
Grundform und die Parameter jedes einzelnen Systems eine arithme- 
tische Eeihe bilden; sofern man namlicli diesen Begriff so weit fasst, 
dass er auch die fortgesetzte Wiederliolung einer und derselben Zahl 
unter sicli begreift. 

Das Interval! einer solehen arithmetiscben Reihe ist der Grad der 
liomogenen Function, und ist nothwendig eine rationale Zabl. Ist das- 
selbe niclit zugleicli eine gauze Zahl, so versteht es sich von selbst, 
dass ein jeder Coefficient der genannten Gleicbung den Werth Null 
bat, auf welchen eine gebrochene Gradzahl fallt. 

Del III. „ Gauze algebraische Invariante^ heisst jede Function des 
Gebietes III , welche die In varianteneigenschaft besitzh 

„ Game algebraische Covariante u der gegebmen Grundformen heisst 
jede ganze algebraische Invariante in dem erweiterten System der Grund- 
formen und der hinzugefiigten „Veranderlichen u , welche in Bezug auf 
die Coefficientm der letzteren eine ganze Function ist 

Von ihnen gilt der leieht zu erweisende 

Lehrsatz : Die Goefficienten der algebraischen Gleichmg, .durch 
welche eine ganze algebraische Invariante oder Govariante definirt wird , 
sind ganze Invar ianten , beziiglich Covarianteu . 

Zusatz. Eine ganze algebraische Invariante oder Govariante, welche 
nicht zugleicli eine ganze Invariante oder Covariante ist, heisst 
„irrationaV L . Eine irrationale ganze Invariante kann als Function der 
Goefficienten der an ihrer Bildung betheiligten Grundformen betraehtet 
hochstens in einem Theile des Gebietes ihrer Argumente einer ganzen 
Invariante, oder iiberhaupt einer Function des Gebietes I gleich sein. 

Ist die algebraische Gleicbung, welche eine ganze irrationale In- 
variante definirt, im Gebiete I unzerlegbar (irreducibel), so heisst die 
Invariante selbst „(im Stammbereich ) unzerlegbar Eine unzerlegbare 
Invariante kann hochstens in einem Theile des Gebietes ihrer Argu- 
mente einer zerlegbaren Invariante, oder iiberhaupt einer zerlegbaren 
Function des Gebietes III gleich sein. 

Der aufgestellte Lehrsatz ist hinsichtlich der Invarianten einer 
Umkehrung fahig, nicht aber hinsichtlich der Covarianten. Es sei vor- 
gelegt irgend eine im Gebiete I unzerlegbare algebraische Gleichung, 
deren Goefficienten gewisse Veranderliche enthalten, und den in vor- 
stehender Amnerkung angegebenen Bedingungen genugen. Um nun 
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zu entscheiden, ob die Warzel dieser Gleiebung eine ganze algebraisehe 
Govariante genannt werden kann, muss man wissen, ob sie als Function 
der Veranderlichen eine ganze Function ist. Man untersuche also bei 
vollig allgemeinen Coefficienten der gegebenen Formen, ob die ver- 
sebiedenen Zweige der algebraiscben Function durch analytische Fort- 
setzung unter einander zusammenhangen, wenn man die Yeranderlichen 
alle moglichen Wege durcblaufen lasst. Nur in dem Falle, wo sie 
nicbt zusammenhangen, ist jeder Zweig eine ganze algebraisehe Co- 
variante, nnd darf einer algebraischen Form gleichgesetzt, und wie 
eine solche behandelt werden. Zum Beispiel ist in der Theorie des 
simultanen Systems einer binaren quadratiseben Form (a#) 2 und einer 
linearen Form (ax) der Ausdruck ]/ (ax ) 2 heine ganze algebraisehe 
Govariante, wobl aber der folgende: 

(qx) = 2 (a a) (ax) + (ax) ]/ — 2 (aZ>) 2 , 

dessen beide Werthe bekanntlich die linearen Factoren von (ax ) 2 dar- 
stellen. Hier, wie in alien anderen Fallen, in welchen man bisher zur 
Betrachtung irrationaler Covarianten gefuhrt worden ist, hat man nicbt 
nothig, eine Untersucbung der angedeuteten Art durchzufuhren: Man 
kennt von vorn herein das Yorhandensein einer mehrwertbigen algebra- 
ischen Form, und bestimmt nachtraglich aus ihren Eigenschaften die 
algebraisehe Gleichung, deren Wurzel sie ist. 

Weitere Beispiele fur diese Begriffe, wie fur die im Folgenden 
aufzustellenden, bieten die vorhandene Litteratur, insbesondere die in 
der Yorrede genannten Lehrbiicher in grosser Anzahl dar. 

Gebiet IV. Hierher stellen wir jede ganze algebraisehe Function 
der Grossen des Gebietes II (oder was dasselbe ist , jede algebraisehe 
Function der Grossen des Stammbereiches ) , welche in dm Coefficienten 
jeder einzelnm Grundform , und in den Farametern eines jedm ad- 
jungirten Far ameter systems homogen ist 

Anmerkung. Ueber die Beschaffenheit der Gleichung, durch welche 
eine solche Function definirt wird, ist dasselbe zu sagen, wie in der 
Anmerkung zur Definition des Gebietes III. 

Definition IV. „ Algebraisehe Invariante u heisst jede Function des, 
Gebietes IV, welche die Invarianteneigenschaft besitzt 

„ Algebraisehe Covariante u der gegebenen Grundformen heisst jede 
algebraisehe Invariante in dem erweiterten System der Grundformen 
und der hinzugefugten „Veranderlichen u , welche in Bezug auf die Coef- 
ficienten der letzteren eine ganze Function ist 

Lehrsatz. Die Coefficimten der algebraischen Gleichung , durch 
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welche eine algebraiselie Invariante oder Covariante definirt wird, sind 
rationale Invarianten , beziiglich Covarianten. 

Zusatz I 1st eine algebraiselie Invariante oder Covariante nicht 
zugleieh eine ganze algebraisehe Invariante oder Covariante, so heisst 
sie „gebrochen u . 1st sie nicht zugleieh eine rationale Invariante, so 
heisst sie „irrational u . 1st die Gleichung, durch welche sie definirt 
wird ; im Gebiete II unzerlegbar, so heisst auch die Invariante (in dem- 
selben Gebiete) ^unzerlegbar* . Eine gebroehene — irrationale — unzer- 
legbare Invariante kann hochstens in einem Theile des Gebietes ihrer Ar- 
gumente einer ganzen — rationalen — zerlegbaren Invariante gleich sein. 

Zusatz 2. Ueber die Umkehrbarkeit des aufgestellten Lehrsatzes 
ist dasselbe zn sagen, wie in dem Zusatz zur Def. III. Ein Beispiel 
einer algebraischen Covariante ist die Wurzel der cubischen Gleichung 

(t, + f*~0, 

wo t die Covariante G ter Ordnung einer binaren biquadratisehen Form 
bedeutet. Sie stellt das Quadrat eines quadratischen Factors von t dar. 

Zusatz 3. Neben die irrationalen algebraischen Covarianten stellt 
sich eine zweite Classe von ausgezeichneten irrationalen Invarianten, 
welche in jener zum Theil enthalten ist: Der Inbegriff derjenigen 
algebraischen Invarianten, welche ganze Functionen sind in Bezug auf 
die Coefficienten samntlicher in ihnen auftretender Formen, und welche 
mithin nur noch numerisehe Irrationalitaten enthalten. Wir wollen sie 
„numeriscJi irrationale ganze Invarianten “ nennen. Sie gehoren dem 
Gebiete an, welches durch Erweiterung des Gebietes I urn alle alge- 
braischen Zahlen entsteht; auch sie zerfallen in zwei Classen, je nach- 
dem die dem Bereich I adjungirten Grossen ganze oder gebroehene 
algebraisehe Zahlen sind. Von beiden gilt der 

Satz: Jede numerisch irrationale ganze Invariante ist eine ganze 
Function von ganzen Invarianten mit irrationalen Zahlen coefficienten. 

Um dies einzusehen, hat man nur alle vorhandenen Irrationali- 
taten durch eine kleinste Zahl von linear unabhangigen d. h. durch 
keine ganzzahlige lineare Relation verkniipften unter ihnen auszu- 
drucken. Die vorgelegte Function erhalt dann die Form 
F 0 + S 1 F 1 + * * * + SmF m , 

wo e x , * * • e m die unabhangigen Irrationalitaten, F 0 , F t - * • F m aber 
Functionen des Stammbereiches sind. 

Fiihrt man nun eine lineare Transformation aus, so kann man 
sofort sehliessen, dass F 0 , F l9 - ganze Invarianten sind; und zwar 
ist diese Folgerung offenbar nicht davon abhangig, dass die Irratio- 
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nalitaten e A algebraische Zahlen sind: derselbe Satz wird auch dann 
noch gelten, wenn wir unier dem Begriff der „ numeriseh irrationalen u 
ganzen Invarianten statt der Grossen s y , auch transcendente Zahlen 
zugelassen hatten. — Ersetzt man die adjungirten Irrationalitaten durch 
ebensoviele neue Parameter, nnd macht nachher wieder homogen, so 
erhalt man aus einer numeriseh irrationalen ganzen Invariante wieder 
eine ganze Invariante. Die numeriseh irrationalen Invarianten sind 
also nur im Sinne der Arithmetik allgemeinere Grossen als die ganzen 
Invarianten, nicht aber im Sinne der Functionentheorie, welche den 
Unterschied zwischen rationalen und irrationalen Zahlen vernachlassigt. 
Man kann daher bei manchen Untersuchungen die numeriseh irratio- 
nalen ganzen Invarianten vollig bei Seite lassen, und statt ihrer ganze 
Invarianten betrachten, welche Parameter enthalten. 

Eine noch weitergehende Verallgemeinerung der entwiekelten Be- 
griffe kann man in dem Sinne vornehmen, dass man iiberhaupt analy- 
tische Punctionen in Betracht zieht. 

Wir wollen eine allseitig- homogene analytisehe Function der 
Grossen des Stammbereiches, welche die Invarianteneigenschaft besitzt, 
eine ^analytisehe Invariante“ nennen, und dieselbe, wenn sie sich in 
Bezug auf die als Veranderliehe betrachteten linearen Pormen wie eine 
ganze Function verhalt, insbesondere als eine ^analytisehe Covariante u 
bezeichnen. „ Transcendent “ heisst eine analytisehe Invariante naturlich 
dann, wenn sie nicht algebraisch ist. 

Satz: Jede analytisehe Invariante ist eine analytisehe Function 
einer endlichen Zahl von unabhdngigen ganzen Invarianten . 

Um den Beweis dieses wichtigen Satzes der Anschauung naher 
zu riicken, wollen wir uns einer der Geometrie entnommenen Rede- 
weise bedienen, indem wir die Coefficienten (a, 6, . . .) der Pormen, 
von welchen die vorgelegte Function abhangt, als „Coordinaten in einem 
hoheren Raume^ deuten. 4 ) Sei N die Constantenzahl der vorgelegten 
Pormen, so wird dieser Raum die Dimension N haben. Ein Punkt 
„allgemeiner Lage“ ( a 7 &, . . .) desselben moge nun bei der Gesammt- 
heit aller linearen Transformationen der Ebene oo N ~~ r Lagen annehmen, 
entsprechend der Gesammtheit der Pormen (a, . . .), in welche die 

Pormen (a, &,...) durch lineare Transformationen ubergefiihrt werden 
konnen. Diese Punkte bilden eine zusammenhangende Mannigfaltig- 
keit, und die Gesammtheit aller so entstandenen Mannigfaltigkeiten 
bildet eine v Zerlegung a des Raumes in oo r Raume M von N — r Dimen- 
sioned durch jeden Punkt allgemeiner Lage geht ein Raum 

dieser Schaar. [Vgl, Lie Kap. 5. 6.] Jede solche Zerlegung lasst 
sich durch ein System von r in einem gegebenen Punkte allgemeiner 
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Lage unabbangigen Functionen 

*Pl {fly 5; * * *) i = 1; 2j . . • T 

kennzeichnen, derart, dass die Gesammtheit der Gleiehungen 
<Pi (a, = (pi («o, K • • •) + <V 

in einer gewissen Umgebung des Punktes (a 07 b 07 . . .) mid far einen 
gewissen Bereich (abs. c t < r £ ) der willkurlichen Constanten Ci jene 
(N — r)-facb ausgedehnten Raume darstellt: lasst man die r Con- 
stanten Ci alle Wertbsysteme ihres Bereiehes durcblaufen, and be- 
sehrankt gleicbzeitig die Grossen (a, b, . . .) auf ihren den Punkt 
(a 07 b 07 . . .) enthaltenden Bereieb , so reprasentiren die obigen Glei- 
cbungen innerbalb dieses Bereicbes die allgemeinste Mannigfaltigkeit M. 
Diese Gleichnngen ergeben sicb nun dureb Elimination aus den Glei- 
chungen, welcbe die Abbangigkeit der Punkte (a, V 7 . . .) von den 
Pnnkten (a 7 b 7 . . .) and den Transformationscoefficienten ausdriicken; 
da aber diese letzteren Gleiehungen durebaus algebraiscb sind — geben 
doeh die Constanten (a 7 b 7 . . .) und die Transformationscoefficienten 
sogar rational in dieselben ein — so wird sicb aucb diese Elimination 
algebraiscb ausfiihren lassen, und wir konnen scbliessen ; dass in un- 
serem Falle ein System von r unabbangigen algebraischm Functionen 
q>i existirt. Diese letzteren Functionen g?* sind die Wurzeln algebra- 
iscber Gleiehungen, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Grossen (a 7 b 7 . . .) sind; und da unter den Functionen cpi sicb r von 
einander unabbangige befinden, so mussen aucb unter den Functionen 
ebensoviele vorbanden sein. Die Functionen ip tk7 welcben ebenso 
wie den Functionen <p* die Invarianteneigenscbaft zukommen muss, 
erweisen sicb aber nacb dem friiber Gesagten als rationale Functionen 
von ganzen Invarianten; es gibt also aucb r unabbangige ganze In- 
varianten, und wir diirfen daber annebmen, dass die Functionen <p,* 
selbst ganze Invarianten sind. Sind nun t/v-f. i « . . ipN irgend N — r 
weitere Functionen, welcbe nur die Bedingung erfullen, in der Um- 
gebung des Punktes (a 07 b Q7 . . .) mit den Functionen <pi zusammen 
ein System von N unabbangigen Functionen zu bilden, so konnen wi# 

<p t . . . cp r7 als neue Coordinaten einfiibren, und nun in der 

Umgebung des Punktes (a 0 , b 07 . . .) jede Function, welcbe sicb da- 
selbst regular verbalt, als Function von % . . . (p r , fr+i • •• &n dar- 
stellen. Damit diese Function nun die Invarianteneigenschaft habe, 
ist offenbar notbwendig und ausreicbend, dass sie von ^ r -f i . . . ipN 
frei ist; woraus sicb der Satz ergibt. 

Spaterer Anwendungen wegen wollen wir das Hauptmoment dieses 
Beweises nocb einmal besonders binstellen: 
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Hat man auf irgencl einem Wege erkannt , dass in einem Forman - 
system r undhhcmgige Functionen mil Invarianteneigenschaft vorhanden 
sind , so folgt damns von selbst das Vorhandensein von r unabhdngigen 
ganmi Invarianten . 

Es sind diese Satze einfaebe Folgen der Thatsacbe, dass die 
Mannigfaltigkeiten M , in welehe der Raum A Tter Dimension zerlegt 
wird, erstens sainmtlich algebraisch sind, nnd zweitens in ihrer Ge- 
sammtlieit ein algebraisches System bilden. 

Ich glaube hiermit zu einem folgericlitigen System von scbarfen 
Begriffen gelangt zu sein. Wie man sieht, ist der Fortsehritt vom 
Begriffe der ganzen Invariante zu dem der rationalen und ganzen 
algebraiscben Invariante, und von diesen wieder zum Begriffe der all- 
gemeinen algebraiscben Invariante genau entsprechend dem Fortscbritte 
der Aritbmetik von den ganzen Zablen zu den rationalen und ganzen 
algebraiscben Zablen, und wieder von diesen zu den allgemeinen alge- 
braiscben Zablen. Jeder Begriff der ersten Reihe fasst, in seiner 
weitesten Bedeutung genommen, den entsprecbenden Begriff der zweiten 
Reihe unter sicb. Allerdings werden wir sogleicb seben, dass diese 
Umgrenzung der Grundbegriffe nicbt vollstandig der Natur der Prob- 
leme entspricht, welcbe die Invariantentbeorie sicb stellt. Gleicbwolil 
babe icb geglaubt, im Interesse grosserer Klarheit bei der ersten Be- 
griffsbildung diese Art der Systematik beibehalten zu miissen. 

Die Abanderung, welehe wir nun nachtraglieh in der Umgrenzung 
des Invariantenbegriffes vornebmen wollen, betrifft nur einen unter- 
geordneten Punkt. 

Man achtet in der Theorie der Invarianten nur auf solche Eigen- 
sebaften algebraiscber Formen, welehe dadurcb nicbt zerstort werden, 
dass man die Coefficienten einer jeden Form mit je einer beliebigen 
Zabl multiplicirt. Es ist daber nur naturgemass, zwei Formen, die 
sicb nur um einen Zablenfactor untersebeiden, als gleichwerthig (aqui- 
valent) zu betrachten. Damit dies moglich sei, ist es notbwendig, die 
Definition der „ganzen Invarianten^ so einzurichten, dass jede ganze 
invariante der einen von zwei gleicbwerthigen Formen aucb als 
eine „ ganze Invariante^ der anderen bezeiebnet werden kann. Dazu 
ist aber erforderlich, den Grossen des Stammbereiches die rationalen 
Zablen zu adjungiren. 

Wir seUen also fest , dass nunmehr im Gebiete I auch rationale , 
nicht game Zahlen mgelassen werden sollm. 

Dadurcb versebiebt sich die Definition der ganzen Invarianten, 
und in Folge der gleichzeitig abgeanderten Umgrenzung des Gebietes III 
aucb die der ganzen algebraiscben Invarianten einigermassen : Zu den 
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ersteren gehoren jetzt auch alle rationale!! Zahlen, zu den letzteren 
alle algebraischen Zahlen iiberhaupt. Fiir die im neuen Sinne „ganzen“ 
Invarianten und Covarianten, bei welcben also aucb ein ganzzahliger 
Nenner zugelassen wird, werden wir aueb die Worte „Invariante u und 
„Govarianie c£ obne bestimmendes Beiwort gebrauchen. 

Dass die yorgenommene Erweiterung des Stammbereiehes un~ 
wesentlieh ist, liegt darin, dass es moglieh ist, jede Grosse des er- 
weiterten Bereiebes durch Multiplication mit einer ganzen Zabl in eine 
Grosse des urspriingliehen Bereiebes iiberzufiihrem Ganz anders wiirde 
die Sacbe liegen, wollten wir im Bereicbe I aucb irrationale algebraische 
Zablen znlassen. Dadurcb warden wesentlieh neue Grossen entstehen, 
die oben (S. 13) betraebteten nurtieriscb irrationalen ganzen Invarianten, 
welehe nicht durcb Multiplication mit einer algebraiscben Zabl in 
Grossen des urspriinglicben Bereiebes verwandelt werden bonnen. 

Algebraische Invarianten, deren Quotient iiberhaupt irgend eine 
als constant betraebtete Grosse ist, bezeiebnen wir als „j groportionaV £ . 

§ 3. 

Vergleich. mit dem alteren Invariantenbegriff. 

Es wird sicb nun darum handeln, zu untersuchen, wie weit das 
Gross engebiet, welches durcb unseren Invariantenbegriff umspannt wird, 
sicb mit dem Gebiete deckt, in welcbem sicb der seither iibliche Be- 
griff der Invariante bewegt. Denn davon hangt es ab, ob die neue 
Definition der Invariante ebensowohl als eine Grundlage fiir die bis 
jetzt entwicbelte Invariantentbeorie wird dienen bonnen, wie die alter e. 
Dass dies nun thatsachlich der Fall ist, beruht auf den folgenden 
beiden Satzen: 

1) Wendet man auf eine algebraische Invariante eine allgemeine 
lineare Transformation an, so reprodudrt sich dieselbe mit einem Factor , 
ivelcher eine Potent der Transformationsdeterminante mit rationalem 
Exponmtm ist. Und zwar ist dieser Exponent eine positive Zahl, wenn 
die Invariante insbesondere eine ganze algebraische Invariante ist; er 
ist eine ganze Zahl, ivenn sie eine rationale Invariante ist. 

2) Wenn eine Function des Gebietes IV die Figenschaft besitzt, 
nach Ausfuhnmg einer allgenieinen linearen Transformation sich mit 
einem Factor zu reproduciren, der nur von dm Coefficimtm der Trans- 
formation dbhdngt , so ist die Function eine algebraische Invariante. 

Eine Function des Gebietes IV ist nach ibrer Definition die Wurzel 
einer algebraiscben Gleicbung, deren Ooefficienten dem Gebiete I an- 
gehoren. Diese Ooefficienten miissen nun offenbar einzeln die in Satz 2) 

Study, Ternare Formen. 2 
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vorausgesetzte Eigensehafi besitzen. Es ist aber der Factor, welcben 
sie annehmen, eine ganze positive Potenz der Transformationsdeter- 
minante. Nehmen wir diese gleieh Eins, so folgt, dass jeder Coefficient 
unserer Gleichung eine gauze Invariante ist, die Wurzel der Gleieh ung 
also eine algebraische Invariante. Dies ist das Theorem 2). 

Nehmen wir umgekehrt znnachst eine ganze Invariante, und wenden 
anf sie eine allgemeine lineare Transformation an. Dann konnen wir 

statt dessen ebensowohl zwei Transformationen hinter einander aus- 

♦ 

fiihren, von welchen die erste die Determinante Eins hat, die andere 
aber darin besteht, dass man alle Yeranderlichen (das Wort in seinem 
urspriinglichen Sinne genommen) mit einem und demselben Factor r 
multipliciri Die Determinante der zusammengesetzten Transformation 
wird dann eine Potenz von r 9 die Grosse r wird also eine Function 
der Coeffieienten der zusammengesetzten Transformation. Die gegebene 
ganze Invariante bleibt nun bei der ersten Transformation tiberhaupt 
ungeandert; bei der zweiten nimmt sie wegen ihrer Homogeneitat eine 
Potenz von r als Factor an. Sie erhalt also bei einer allgemeinen 
linearen Transformation einen Factor, der eine Function der Trans- 
formationscoefficienten allein, und mithin eine ganze positive Potenz 
der Transformationsdeterminante ist. Hiermit ist das Theorem 1) zu- 
naebst fur den einfachsten Fall der ganzen Invarianten erwiesen. 
Darauf lasst sich aber der allgemeinere Fall sofort zuruckfuhren. Eine 
ganze Invariante nimmt namlich als Factor eine Potenz der Trans- 
formationsdeterminante an, deren Exponent leicht anzugeben ist. Der- 
selbe hangt nur von den Gradzahlen der Invariante in den Coeffi- 
cienten der betheiligten Formen ab, und ist eine lineare Function dieser 
Gradzahlen mit positiven rationalen Zahlencoefficienten. Wenn also die 
sammtlichen Gradzahlen einer Reihe von Invarianten je eine arith- 
metische Reihe bilden, so werden auch die zugehorigen Exponenten 
eine arithmetische Reihe bilden; und wenn alle jene Reihen positive 
Intervalle haben, so wird auch die letzte Reihe ein solches besitzen, 
Es werden also insbesondere auch diejenigen Exponenten eine arith- 
metische Reihe bilden, welche zu den Coeffieienten der algebraischen 
Gleichung gehoren, deren Wurzel eine algebraische Invariante ist. 
Daraus aber folgt sofort, dass diese selbst eine, im Allgemeinen ge- 
broehene Potenz der Transformationsdeterminante als Factor erhalt. W ann 
der Exponent der letzteren insbesondere eine ganze oder eine positive 
Zahl ist, entscheidet man nach dem Gesagten ebenfalls ohne Weiteres.*) 

*) Es wird wohl in alien Fallen ausreichen, solche algebraische Invarianten 
zu betrachten, welche in den Coeffieienten aller betheiligten Formen einen post - 
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Betraehtet man die Theoreme 1) und 2) nur insoweit sie sich auf 
ganze Invarianten beziehen, so erkennt man in ihnen eine formale, in 
etwas eingeschrankter Form wiedergegebene Abanderung des aueh seit- 
her in der Grundlegung der Invariantentheorie verwendeten Theorems. 
Darin liegt, dass der von nns eingeMirte Invariantenbegriff sich in- 
haltlich mit dem hblichen Begriff der Invariante deckt, abgesehen 
natiirlich von der Einschrankung, die durch die engere Umgrenzmig 
des Kreises der zn betrachtenden Functionen herbeigefiikrt wird. Diese 
Einschrankung des Begriffes bedentet aber, wie schon hervorgehoben, 
nicht zngleich eine Besehrankung des Stoffes der Invariantentheorie. Es 
werden daher anf Grand des neuen Invariantenbegriffes dieselben Satze 
ausgesprochen werden konnen, wie bisher, mit geringen formalen Ab- 
anderungen. 


§ 4 . 

Erweiterimgen des Invariant enbegriffs. 

Es soli nunmehr von einigen Erweiterimgen des Invarianten- 
begriffes die Rede sein ? zu deren Einfuhrung sich nicht bei der ersten 
Grundlegung, sondern erst bei weitergehenden Entwickelungen ein 
Bedurfniss herausstellt. 

Wie E ingangs bemerkt ; wird es fur gewisse Zwecke noth wen dig, 
bestimmte Invarianten einzelner Grundformen gleich Zahlen zu setzen. 
Durch eine solche Substitution verlieren die Invarianten, welche die 
Coefficienten jener Grundformen enthalten, im Allgemeinen ihre Homo- 
geneitat: sie sind nicht mehr schlechtweg homogen, sondern, wenn 
der Ausdruck gestattet ist, nur noch homogen modulo jener Invarianten, 
die jetzt natiirlich auch im Nenner zuzulassen sind. W T ir werden auch 
diese Bildungen noch mit unter den Begriff der ganzen „Invarianten^ 
fassen; mussen uns aber bewusst bleiben, dass wir daruit jenen Grund- 
formen eine ausgezeichnete Stellung eingeraumt haben. 

Das Formensystem einer Grundform F erfahrt dadurch, dass man 
eine Invariante einer Zahl gleich setzt, eine Verkleinerung: Es kommt 
nicht allein die Invariante selbst in Wegfall, sondern auch jede Form, 
deren Product mit einer Potenz der Invariante durch andere Formen 
ausdriickbar ist. 

Ferner wird es manchmal nutzlich sein, auch noch in einer an- 
deren Richtung von der Forderung der Homogeneitat abzugehen. So 


tiven Grad haben, und in Folge dessen auch bei einer allgemeinen linearen Trans- 
formation eine positive Potenz der Transform ationsdeterminante als Factor an- 
nehmen. 
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z. B. ; wenn man in der Tbeorie einer binaren biquadratisehen Form, 
die Involution der Grundform f und ihrer HESSEschen Covariante h 
unter der Form &/+ Hi darstellt. In solchen Fallen macht man aber 
stillsehweigend den Vorbehalt, dass die unbestimmt gelassenen Para- 
meter % und X nachtraglich in soleher Weise durcb Invarianten ersetzt 
werden sollen, dass der ganze Ausdruck wieder bomogen wild; die 
Abweichung von der Homogeneitat ist also hier nur scheinbar. 

Eine weit wesentlichere Erweiterung unseres Stammbereiches be- 
deutet es, wenn wir auf die Unabhangigkeit der Coefficienten der ein- 
zelnen Grundformen verzichten, wie es in vielen und wichtigen Unter- 
sucbungen gesehieht. Docb werden sich aueb die Resultate der 
bierdurcb erweiterten Tbeorie in eine solebe Form kleiden lassen, dass 
man den Bereicb der Invarianten nicbt in Wirklichkeit zu verlassen 
braucbt. Die Ergebnisse der einmal entwickelten Tbeorie werden nam- 
licb nur durcb solebe Relationen zwischen den Coefficienten der ein- 
zelnen Grundformen abgeandert werden konnen, welcbe sich durcb 
gleicb Null gesetzte Invarianten oder Covarianten darstellen lassen. 
(Vgh II Abschn. § 10.) Man fuge nun die linken Seiten jener Rela- 
tionen, sowie die linken Seiten der weiteren Relationen, welche aus 
ihnen algebraiseb folgen, den symboliseben Identitaten als neue Mochdn 
hinzu, und betraebte nun statt der Identitaten zwiseben Invarianten 
nur Congruenzen in Bezug auf die Moduln. Setzt man diese gleicb Null, 
so verwancleln sicb die Congruenzen in wirtliche Gleicbungen. 

Dabei kann es einj;reten, dass eine algebraiscbe Invariant© der 
gegebenen Grundformen und der binzugenommenen linearen Forxnen, 
welcbe vorber nicbt die Eigenschaft der Covarianten batte, namlich 
eine game Function der Coefficienten jener linearen For men zu sein, 
nunmehr diese Eigenschaft erhalt. Wir werden auch nocb solebe 
Bildungen als ^algebraiscbe Covarianten“ der durcb Nullsetzen der Mo- 
duln specialisirten Formen bezeiebnen; und zwar je nach der Moglichkeit 
ihrer Darstellung durch rationale, ganze, gebrochene, . . , Invarianten 
ebenfalls als „rationale“ „ganze“, „gebrochene" . . . Covarianten. Sei 
z. B. (axf eine binare quadratische Form, deren Invariante ( aVf ver- 
sebwindet, so werden wir nach vorstehender Definition die zwei- 
werthige Function ( qx ) = ]/ (a#) 2 nocb als eine „ganze algebraiscbe 
Covariante'* bezeichnen; oder sei t = (to) 6 eine binare Form 6 ter Ord- 
nung, fur welche (t 7 1 ) 4 identisch versebwindet, so werden wir die Wurzel 
der cubischen Gleicbung 

(W 3 + y(W -|* 2 ==0 

nocb eine ; ,algebraische Covariante li nennen. 
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Neben den Formen, welche Veriinderlieke ernes einzigen Gebietes 
entbalten, wird man als gleiekwerthige Gebilde auch Formen zu 
betraebten kaben, in welchen Veranderlicbe verschiedener Gebiete auf- 
treten, deren lineare Transformation en von einander unabhangig sind. 

Als ^Invarianten 11 sokber Formen werden wir solebe ganze ratio- 
nalzablige ; allseitig bomogene Functionen ibrer Coefficienten bezeichnen, 
welcbe in Bezug auf die gleiehzeitig ausgefiihrten Transformationen 
sammtlicher Gebiete die Invarianteneigenschaft baben; als ,,Covarianten“ 
solebe simultane Invarianten jener Formen mit linearen Formen, welche 
in Bezug auf mindestens eines jener Gebiete der Definition der Cova- 
rianten, in Bezug auf die anderen aber der Definition der Invarianten 
oder Covarianten geniigen. Ein Beispiel brauebe ieb bier wohl niebt 
anzuffihren. 

Unter die eben aufgestellten Begriffe fallt aueb derjenige der 
Gombinante. 

Betraebtet man eine Anzahl von m Formen init denselben Ord- 
nungszablen als Goefficieuten eiuer linearen Form in einem neu binzu- 
zuftigenden Gebiete Stufe, und Tbildet nur solebe Invarianten und 
Covarianten der neu entstandenen Form, welcbe in Bezug auf das letz- 
tere Gebiet blose Invarianten sind, so beissen dieselben „Conibmantcn li 
jener m Formen. Sie sind Invarianten oder Covarianten, welcbe niebt 
von den m Formen einzeln, sondern nur von der ganzen, dureh sie 
bestimmten linearen Mannigfaltigkeit abhangen. 

Man kann aueb im System einer einzelnen Grundform von „Com- 
binanten“ reden. Es tritt namlieh sebr haufig ein, dass sich in den 
Ausdrucken von Invarianten und Covarianten die Coefficienten der 
Grundform derart zu Coefficienten gewisser Covarianten cp, %, ip zusani- 
menziehen lassen, dass der Ausdruck auch dann noeb eine Inva- 
riante oder Covariante (der Formen q>, ip') bleibt, wenn man 

die Coefficienten jener Covarianten durch die Coefficienten ebenso 
vieler vollig unabhangiger Formen cp', ip' ersetzt. 1st nun diese 
Invariante oder Covariante iDsbesondere eine Combinante der Formen 
<p } i, ip’ } so beisst der vorgelegte Ausdruck eine )) Gombinante“ der 
Formen ip, %, ip. 

Durcb diese Definition der Combinanten von einander abhangiger 
Formen vermeiden wir die Schwierigkeit, welche Herr Gordan in seinen 
Yorlesungen fiber Invariantentheorie bervorbebt. [Gordan- Kerschen- 
steiner, Nr. 69, S. 73.] Es mag dem Leser fiberlassen bleiben, sick zu 
alien diesen Begriffen in der vorkandenen Litteratur weitere Beispiele 
zu sueben. 
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§ 5 -"). 

Die symbolisclie Metbode. 

Naclidem wir nun die allgemeinen Begriffe entwickelt haben, welch e 
fur uns die Grundlage der Theorie der Invarianten (in der allgemeinen 
projectiven Gruppe) bilden, und in Wirklichkeit, obwohl nur undeutlich 
erkannt, auch die Grundlage der bisher entwickelten Theorien gebildet 
haben, wollen wir die Stellung kennzeichnen, welche die von nns zu 
benutzenden Methoden in diesem Begriffssysteme einnehmen. 

Die von uns „algebraische Invarianten*' genannten Functionen oder 
Formcn bilden im Reiche aller algebraiseken Grossen ein abgcscMossenes 
Gebiet fur sieh ; welches durch seine mannigfachen merkwiirdigen Eigen- 
schaften, durch seine zahlreichen und wiclitigenYerbindungen mit anderen 
Gebieten der mathematischen Wissenschaft eine ausgezeichnete Bedeu- 
tung gewinnt. 

Wie man nun die Forderung stellen muss , die Eigenschaften ernes 
jeden Rationalitdtsbereiches durch Operationen Icennen m lernen } welche 
gam innerhalb dieses Bereiches verlaufen , so ist es auch wiinschenswerth , 
die besonderen Eigenschaften eines uberhaupt irgmdioie natiirlkh abge - 
grmzten Grossengebietes auf Wegen zu erforschen, welche die Grenzen des - 
selbm niemals uberschreiten. 

Dies leistet in unserem Falle die sogenannte symbolisclie Methode. 
Denn es wird zunachst durch die aufgestellten Satze die Theorie der 
irrationalen und gebrochenen Invarianten auf die der ganzen zuruck- 
gefiihrt. Fur diese aber besteht erstens der bei unserer Umgrenzung 
der Grundbegriffe keiner Einschrankung mehr unterworfene Satz: 

Jede ganze Invariants ist symbolisch darstellbar , und umgekehrt ist 
jeder (allseitig homogene) symbolische Ausdruck eine ganze Invariante. 

Ferner hat Herr Gordan fur binare Formen gezeigt ? dass man 
durch Rechnen mit der symbolischen Identitat 

( ab ) (cd) + ( ac ) (db) + (ad) (be) — 0 
auch alle identischen Relationen erhalten kann, welche zwischen ganzen 
Invarianten bestehen; fur ternare Formen gilt ein ahnlicher Satz. 

Eine jede solche Identitat stellt sich nothwendig dar als eine ganze, 
ganzzahlige Function von Invarianten, welche identisch den Werth Null 
hat. Diese Eigenschaft der Function kann aber nur dadurch sichtbar 
gemacht werden, dass man die Invarianten in ihre Bestandtheile zerlegt, 
und damit das Gebiet der Invarianten verlasst. Bei der symbolischen 


*) Die Thatsacheu, welche den Ausfuhrungen dieses Paragraphen zu Grande 
liegen, werden im zweiten Abschnitt eiugehend erortert werden. 
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Betracktungsweise nun kann man diesen Uebelstand dadurck vermeiden, 
dass man eine gewisse, endliclie Zalil soldier Ideniitaten ausdrucklich 
adj ungirt. Mit Hilfe dieser kann man dann zu alien iibrigen Identi- 
taten gelangen, ohne aus dem Gebiete der Invarianten keraustreten 
zu mussen. 

Hiermit ist gezeigt, dass das symbolisehe Bechnen nicht bios ein 
willkiirlieher Kunsigriff zur Bildung yon Invarianten, sondern eine 
ersehopfende Methode ist, welche die Theorie der ganzen Invarianten, 
und damit die Theorie der analytischen Invarianten iiberkaupt be- 
herrscht. 

Die wesentliehste Eigenthumliehkeit dieser Methode diirfen wir 
darin erblieken, dass sie im Grunde nicht mit den Invarianten selbst 
reeknet, sondern mit den Processes durck welche die Invarianten aus 
den Grundformen und aus einander entstehen. Jede symbolisehe Dar- 
stellung einer Invariante kann ja bekanntlich angeseken werden als 
eine abgekurzte Bezeichnung fur einen {Cayley schen) Differentiations- 
process, durck welch en die Invariante aus den in ikr auftretenden 
Grundformen hergeleitet wird. Darin, dass diese Processe nur in 
cndUcher, und nock dazu in sehr kleiner Anzakl vorkanden sind, im 
Gegensatz zu der unbegrenzten Menge der Invarianten, liegt vielleickt 
der Hauptvorzug der symboliseken Betracktungsweise. 

Im binaren Gebiete reickt sekon der einzige £1- Process [Clelsch, 
§ 6, S. 14; Gordan-Kerscliensteiner Nr. 33, S. 34] zur Bildung aller mog- 
licken Invarianten aus. (DerPolarenprocess lasst sick als ein besonderer 
Fall des ii-Prozesses auffassen.) Im ternaren Gebiete sind es die in 
folgenden Gleickungen definirten Processe, durch deren wiederkolte 
Anwendung alle Invarianten entstehen (II. Abscknitt, § 5; vgl auck § 2). 

— 1 — n (AXY“ ( BY)” - (CZY“ 

— (ABC) (AX'y'“- 1 (BY)'"*- 1 ( czy 
~ p (Axy u ( upy = (ap) ( Axy "- 1 (upy- 1 

-^n'(UP)HVQ>(WBy> 

= (PQR) ( UP y ^- 1 (VQY -- 1 (WRY*- 1 , 
wo also in bekannter Sckreibarfc: 


nf= 


Pf= 


d % f 

8X 1 dU l 


n'f= 


a a a 

8X, d Y 2 dZ s 
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+ gx 2 g u t + 

a g a 
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f 

3 s f 

dX s 3U S 
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Bs liegt auf tier Hand, dass weder diese Processe, noeli die zu- 
gehorigen symbolischen Bezeichnungen (ABC), (. Al J ), (PQR) durch 
no eh einfaehere ersetzt werden konnen; anch lassen sick dieselben nickt 
zu neuen Processen zusammenzieken, die man an ihrer Statt verwenden 
konnte, wenigstens, so lange es sich um alle Invarianten einer unbe- 
schrankten Menge von Formen handelt. Es ist also die symbolische 
Metliode nickt allein die einfackste, sondern, abgesehen von der Willkitr 
in der Bezeiehnung, uberhaupt die einzig niogliche Metkode, welche grund- 
satzlich mit den Processen recknet, durch welche die Invarianten der 
verschiedenen Grade unter einauder zusammenhangen. — 

Es scheint mir nocL die Bemerkung niitzlich zu sein, dass man 
die Mannigfaltigkeit aller Processe, welche durch wiederholte Anwen- 
dung der angefiihrten Processe entsteken, unter den Begriff der „Gruppe“ 
fassen kann. Setzt man namlich zwei soldier Differentiationsprocesse 
zusaminen, so erhalt man eine neue Operation, welche naturlick auch 
wieder unmittelbar durch wiederholte Anwendung der aufgefukrten 
elementaren Processe hergestellt werden kann. In diesem Sinne also 
bilden die invarianten Processe oder die symbolischen Rechnungen eine 
Gnippe von Operationen , deren „Erzeugende“ eben jene Processe sind. — 
Es mag wohl Manchem zwecklos erscheinen, den Gruppenbegriff so weit 
auszudehnen; und allerdings ist die Gruppe von Operationen, mit der wir 
es hier zu tkun kaben, von ganz anderer Art, als die Gruppen, welche 
man in der Algebra oder in der Tkeorie der Transformationsgruppen 
betrachtet. Ein wicktiger Untersckied liegt schon darin, dass in 
unserem Operationskreis eindeutig bestimmte umgekehrte (inverse) 
Operationen nickt vorhanden sind, und eine genauere Betrachtung 
zeigt weitere tiefgreifende Unterschiede. Allein das einzig wesentliche 
Merkmal des Gruppenbegriffs, namlich die Abgeschlossenheit eines 
Kreises von Operationen, findet sich auch hier, und es lasst sich zeigen, 
dass auch andere Verhaltnisse der gewohnlichen Gruppentheorie hier 
ihre Analoga haben. So lassen sich aus der Mannigfaltigkeit aller 
invarianten Processe auf mehrerlei Arten solche herausheben, welche 
wiederum einen in sich abgeschlossenen Kreis bilden, und daher als 
eine „Untergruppe^ bezeichnet werden miissen (Vgl. II. Absckn. § 20); 
auch kann es eintreten, dass mehrere solche Gruppen in einer Beziehung 
zu einander stehen, welche durckaus derjenigen zu vergleichen ist, welche 
man in der gewohnlichen Gruppentheorie als Isomorphismus bezeichnet 
— was Alles ich hier nur ohne nakere Begriindung anfuhren kann. 
Unsere Auffassung der Gesammtheit der symbolischen Rechnungen als 
einer Gruppe von Operationen gestattet, solche gewiss sehr merkwurdige 
Analogien auch in der Terminologie hervortreten zu lassen. — 
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Wir wollen endlieb bier nocb eines Umstandes gedenken, der bisher 
wobl uieht hinlangliek beacbtet worden ist, aber fiir die Auffassung 
der Stellung der symbolischen Metbode Bedeutung bat: 

Die Tbeorie der ganzen Invarianten und mit ibr die symbolisebe 
Metbode ist, was die innere Verkniipfung ibrer einzelnen Satze an- 
langt, you der Tbeorie des Imaginaren vollig unabhangig, und bairn 
also vor dieser erledigt werden. Sie besitzt mithin einen durehuus 
demon ta ren Cbarakter. Selbstverstandlieb beziebt sieli dies nur auf die 
Lehre you der gegenseitigen Abhangigkeit der ganzen Invarianten, 
nicht aber auf die wiebtigen allgem einen Satze, welcbe die Stellung 
der Tbeorie der ganzen Invarianten innerbalb der Tbeorie der algebra- 
ischen Functionen uberhaupt kennzeiehnen. Aucb ist zu. bemerken, 
dass die Formeln der Tbeorie der ganzen Invarianten, einmal entwiekelt, 
nattirlieb obne Weiteres aucb auf linear e T ran s form ationen mit com- 
plexen Coefficienten, eomplexe Wertlie der Parameter und Formen 
mit eomplexen Coefficienten ausgedebnt werden kbnnen. 

§ 6 . 

Ueber die projective G-eometrie. 

Die symbolisebe Metbode lasst sicb nocb aus einem Standpunkt 
betrachten, welcher von deni bisber von uns eingenominenen ganz ver- 
sebieden ist. Wir gelangen dahin, wenn wir auf die geometrische 
Bedeutung der algebraiscben Formen aehten, mit welcben sicb die 
Tbeorie der ganzen Invarianten beschaftigt. Es sind die von ibnen 
dargestellten Gebilde ja keine anderen, als die Curven, Connexe u. s. w., 
welcbe den Gegenstand der projediven Geometric , oder der Geometrie 
der Lage bilden. 

Dass eine ausserst innige Beziebung bestebt zwiseben der Tbeorie 
der Invarianten, welche man aucb als „ Algebra der linearen Trans- 
formationen“ bezeiebnet bat, und der projectiven Geometrie, die man 
analog als „Geometrie der linearen Transformationen" bezeiebnen bonnte, 
ist von Anfang an niebt unbemerbt geblieben. Docb hat man dieser 
Thatsache, wie icb glaube, bis jetzt nocb keinen so sebarfen Ausdmck 
gegeben, als unsere Kenntniss von beiden Disciplinen gestattet. Ich 
will daber versueben, den Zusammenbang darzulegen, soweit er mir 
bekannt ist, und sicb obne Eingeben auf Einzelbeiten ubersehen lasst*, 
wiewobl icb niebt hoffen darf, mit den folgenden Bemerkungen fiber 
diesen nocb sebr dunkeln und, wie es scheint, aucb sebr sebwierigen 
Gegenstand etwas Abscbliessendes zu sagen. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, beschranken wir 
uns auf die Geometrie der Ebene, und die Theorie der ternaren Formen. 
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Audi betrackten wir die projeetive Geometrie nur insoweit, als sie 
Gebilde bekandelt, die durcli algebraische Gleichungen in homogenen 
Coordinate^ also durch gleidi Null gesetzte algebraisdie Forrnen dar- 
gestellt werden konnen. 

Die Constructionen, deren man sich in der projectiven Geometrie 
bedient, sind mannigfacher Art. Unter alien aber liebt sick eine Classe 
von Constructionen dadureli hervor, dass sie grundsatzlich nur mit sekr 
einfacben Hilfsmitteln arbeitet. 

Man kann sich auf den Standpunkt stellen, dass man uberhaupt 
nur zwei Constructionen als erlaubt ansieht: Punkte durch gerade 
Linien zu verbinden, und gerade Linien zum Durchschnitt zu bringen. 
Wir wollen diesen Theil der Geometrie, weil er sich als einzigen Hilfs- 
mittels des Lineals bedient, mit Poncelet als „ Geometrie des Lineals i{ 
bezeichnen. 

Die hervorragende Bedeutung dieser Classe von Constructionen 
scheint mir erstens darin zu liegen, dass sie eine Gruppe fur sich bilden 
— zwei lineare Constructionen hinter einander ausgefuhrt ergeben ihrem 
Begriffe nach wieder eine solcke; — dann darin, dass Hire Theorie von 
der geometrischm Theorie des Imaginaren unabhdngig ist, und vor dieser 
erledigt wetrdm Ioann; endlich darin, dass sie den Grundstoch bilden fiir 
alle anderen Constructionen der projectiven Geometrie, welche aus ihnen 
entspringen, wie die Aeste eines Baumes aus seinem Stamm. Denn 
kandelt es sich urn eine Aufgabe, in weldter eine Irrationalitat auftritt, 
wie etwa ein einzelner Schnittpunkt zweier Curven hoherer Ordnung, 
so hat man nur diese Irrationalitat ausdrucklich zu adjungiren (in un- 
serem Beispiele also den einzelnen Schnittpunkt als rational bekannt 
anzusehen), und sich dann wieder linearer Constructionen zu bedienen, 
um so durch fortgesetzte Erweiterung des Bereiches der zulassigen 
Constructionen allmalig den ganzen Stoff der projectiven Geometrie zu 
umspannen. Die linearen Constructionen nehmen also innerhalb der 
projectiven Geometrie einen ganz ahnlichen Platz ein, wie in der 
Arithmetik die elementaren Recknungsoperationen. An Stelle der ratio- 
nalen 'Zahlen tritt hier der willkurliek gegebene Punkt und die will- 
kurlich gegebene Gerade, oder Punkte und Gerade, die aus den gegebenen 
Elementen durch eine lineare Construction hervorgehen: Sie bilden den 
v natilrlichen RationalitatsT)ereich a der projectiven Geometrie, den Stamm- 
bereich, in welchem alle weiterhin zu betrachtenden Gestalten ihreWurzel 
habem Die Geometrie des Lineals aber ist die Lehre von den Ab- 
kangigkeiten der Gebilde dieses Stammbereiches von einander; in der 
Theorie der linearen Constructionen liegt daher der eigentliche Schwer- 
punkt der projectiven Geometrie. 
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Eine ahnllche centrale Stellmig aber nimmt ; wie wir gesehen haben, 
In der Tbeorie der algebraiscben Invarianten die Tbeorie der ganzen 
Invarianten ein; aucb sle bilden eln abgesehlossenes Gebiet fur sicb, 
mit einer zugehorigen Gruppe yon Operationen; aucli ibre Tbeorie ist 
unabbangig von der Tbeorie des Imaginaren. Es liegt daber nabe ; 
zwiscben beiden Disciplinen einen besonders innigen Znsammenbang 
zu sueben. 

Wirldich harm die Theorie der ganzen Invarianten als das analy- 
tische Gegenstiiek der Geometrie des Lineals angesehen tverden. 

Die FIguren namlieh, mit welcben sicb die Geometrie des Lineals 
allein beschaftigen kann, sind die linearen Yerwandtscbaften, d. h. Ab- 
bangigbeiten zwiscben n veranderlicben Elementen (Punkten und Ge- 
raden) yon der Eigenscbaft, dass durcb irgend n — 1 dieser Elemente das 
letzte eindeutig bestimmt ist ; oder aucb als Ort einen Punkt oder eine gerade 
LInie bat 5 ). Das analytiscbe Gegenbild dieser Abhangigkeiten sind algebra- 
iscbe Formen; einer jeden linearen Construction, welcbe eine Elgensebaft 
solcber Y er wandtscbaften zum Ausdruck bringt, entspricht analytiscb 
eine Relation zwiscben den Invarianten jener Formen, und umgekehrt, 
wobei allerdings eine eindeutige Beziebung zwiscben Construction und 
Invarianten-Relation nicht stattzufinden scbeint 6 ). Einer Erweiterung 
des ursprunglicben Bereicbes der linearen Constructionen durcb Ad- 
junction gewisser inebrdeutiger Constructionen entspricbt die Erwei- 
terung des Bereicbes der gewobnlicben Invarianten durcb Hinzunabme 
gewisser irrationaler Invarianten, u. s* f. 

Wollen wir also die Geometrie des Lineals analytiscb einkleiden, 
so wird an ibre Stelle das Recbnen mit den Invarianten algebraiscber 
B'ormen treten. 

Die symboliscben Recbnungen sind nun insbesondere dadurch aus- 
gezeicbnet, dass durcb sie die einfacbsten linearen Constructionen eine 
solcbe Einkleidung erfabren, dass man ancb ruckwarts wieder aus der 
Formel die Construction ablesen kann: Sie geniigen der offenbar berecb- 
tigten Forderung, dass an der Formel alle wesentlicben Elemente der 
Construction, und nur diese, zu seben seien. Die symboliscben Recb- 
nungen stellen also einen Algoritbmus dar, welcber dem Wesen der 
Geometrie des Lineals in einer besonders vollkommenen Weise an- 
gepasst ist. 

Freilicb geben die symboliscben Forraeln nur in einfacben Fallen 
ein genaues Bild des geometriscben Gedankens; sie geben bald viel 
weiter, sagen mebr aus, als man in sie bineingelegt bat, und es ent- 
stebt nun die Scbwierigkeit, ibren Sinn zu erfassen. 

Diese Scbwierigkeit ist zum Tbeil subjectiver Art, und verliert sich 



28 


I, § 6. Ueber die projective Gcometrie. 


bei naherem Bekanntwerden mit dem Gegenstande. Zum Theil liegt 
sie in der Natur des symbolisclien Rechnens als eines Algorithmus. 
Eine ahnliche Schwierigkeit haftet mit Nothwendigkeit einem jeden Caleul 
an, der es unternimmt ; aus der Anschauung abgezogene Begriffe in eine 
Formelsprache zu kleiden; es ist ja gerade der Z week eines geometrischen 
Calculs, an Stelle der eng begrenzten men sell lichen Anschauang oder des 
gleichfalls sehr beschrankten Arbeitens mit nur gedachten Begriffen eine 
Formelsprache } d. i. eine andere Form der Anschauung zu setzen, welehe 
sich auch noeh auf Gegenstande erstreekt, welehe jenen nicht mehr zu- 
ganglich sind 7 ). Zum Theil ist die genannte Schwierigkeit aber auch 
principieller Natur, und es weist an dieser Stelle die Wissenschaft wirldich 
noch eine bedeutende Liicke auf. 

Es wiirde uns viel zu weit ftihren, wollten wir an dieser Stelle ver- 
suchen ; die Bedeutung der symbolisclien Methode und der Invarianten- 
theorie iiberhaupt fur die Geometrie darzulegen ; oder die Ursache der 
Schwierigkeiten zu erortern, welehe sich der genaueren Verfolgung des 
angedeuteten Zusammenhanges entgegenstellen. Das im Yorstehenden 
Gesagte hatte nur den Zweck, darauf hinzuweisen ; dass die symbolische 
Rechnungsart auch you Seiten des Geometers Beachtung verdient ; und 
die Stelle zu zeigen, wo der Zusammenhang zwischen den genannten Dis- 
ciplinen am engsten ist und wo der Verbindungsweg sich am leichtesten 
wird lierstellen lassen. Es mogen die gemachten Bemerkungen ; die ja 
keinen Anspruch auf Yollstandigkeit erheben ; vielleicht zu grundlicheren 
Untersuchungen Anlass geben. 



n. 

Allgemeine Satze nnd Metlioden der Tlieorie der 
ternaren Pormen. 




Die Transformationsformeln. 


Bei dem Beweise der Satze, welche der Theorie der Invarianten zu 
Grunde liegen, wird an melireren Stellen ein Theorem benutzt, welches 
der Theorie der algebraischen Functionen angehort. Wir wollen das- 
selbe in der Form, wie es hier zur Verwendung konimen soil, an die 
Spitze stellen, um nns spater darauf beziehen zu konnen. Der in Rede 
stehende Satz lautet: 

I. „ Wenn eine Function F des Gebietes 1 fur alle Argumente Null 
ist , fur welche eine andere Function des Gebietes 1 verschwindet , und 
wenn diese leUtere Function im Gebiete I unmdegbar ist , so ist ein 
Theiler von F ? d, h. es ist F — $>. W 7 wo W ebenfdlls eine Function des 
Gebietes I vorstellt“ 

Ich iibergehe den Beweis dieses Satzes, als nicht in das engere 
Gebiet der Inyariantentheorie gehorig 8 ), und wende mich sogleich zu 
der vornehmsten Anwendung desselben, dem Beweise des Satzes, der 
die Grundlage der drei ersten Paragraphen der vorausgehenden Ab- 
handlung bildet: 

II. „ Wenn eine Function des Gebietes I nach Ausfuhrung einer 
allgemeinen linear en Transformation einen Factor erhdlt , weleker nur 
von den Coefficienten der Transformation abhdngt, so ist dieser Factor 
eine Foten 8 der Transformationsdeterminante d )“ 

Wir wollen der Einfaehheit halber annehmen, dass es sich nur 
um Functionen der Coefficienten einer einzigen ternaren Grundform han- 
delt, und ausserdem, dass diese Grundform nur zwei Veranderliche Y und 
V enthalt, welche beziehungsweise einen Punkt und eine Linie vorstellen. 

Es seien vorgelegt die Transformationsformeln 

Y ± = a n Y; + a n r 2 ' + a n Y s ' 

(1) ^2 = ®21 + «~ 22 Y 2 a n Y 3 ' 

Y, = a 31 Y; + a 32 Y s ' + % Y t ' , 

welche zusammen die Tranformation darstellen. Die entgegen- 
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gesetzte (inverse) Transformation dieser Transformation S werde dar- 
gestellt dureh die Formeln: 


( 2 ) 


7/ 

T, f 


■hxYi + KY. + KY, 
bi2 Y x + h 3 Y 2 + hi Y 3 


= b 
J 
A 


13 Y x + hi Y 2 + h 


Y. 


Cl n $33 
^22 ^33 


nnd 


seien die beiden Determinanten der Gleichungssysteme (1) und (2), 

dJ -rw dF 


An — 




B lk = 


db. 


ihre Unterdeterminanten, so dass also 

Aba = Att, A'aa = B a , A A' = 1. 


Atis (1) und (2) findet man in bekannter Weise, dass die Trans- 
formation der Linien dureh die „transponirten Substitutionen“ darge- 
stellt wird; 



v, 

= hi Vi + hi 

y 

V 2 

+ 

&13 

Vi 

( 3 ) 

Yi 

= hi vi + hi 

Vi 

+ 

^23 

Vi 


V s 

- hi Vi + hi 

Vi 

+ 

^33 

Vi 


Vi 

= a n V x + «21 

Vi 

+ 

% 

V s 

( 4 ) 

Vi 

= a \% V x + « 22 

Vi 

+ 


V 3 


Vi 

— % V x + ^23 

V 2 

+ 

^33 

Vy 

j 

Es habe nun die 

gegebene Form 

F 

iu 

Y 

den 


Grad n, und die vorgelegte Function J den Grad p in den Coefficienten 
von F. J r sei dieselbe Function der Coefficienten der transformirten 
Form, also eine homogene lineare Function der Coefficienten von F, cine 
Function pm tm Grades der Grbssen a a und eine Function pn ton Grades 
der Grossen ba. 

Dann iniissen, wie man leicht aus der Voraussetzung entnimmt, zwei 
Gleichungen der folgenden Form bestehen: 

Wf)), 

J = 0 (i b ki (pm) 7 a ki ^% 

Bilden wir das Product J r . J : so erhalten wir fur die unbekannte 
Function 0 die Gleichung: 

l)a {pn) \ a*t pn) ) = 1, Oder 

0 (aiF pm \ Aik' [pn) )- 0 {AU* m \ a k l* n) ) = A 

Hieraus aber folgert man mit Hilfe dcs Theorems I sofort, dass 
jeder einzelne Factor links eine Potenz von A sein muss 7 bis auf eincn 
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numerischen Factor. Dieser kann aber nur gleich Eins sein ; wie man 
erkennt, wenn man S in die identische Transformation iibergehen lasst. 

Beilaufig ergibt sick, dass die Zahlen p 7 n, m nicht unabhangig 
von einander sind, sondern der Congruenz zu gemigen haben: 
p (m — n) = 0 mod. 3. — 

In dem vorliegenden Beweise ist nur von dem Umstande Gebrauch 
gemacht, dass die Function J bomogen ist in den Coefficienten von F, 
nicbt aber davon, dass die Coefficienten dieser Coefficienten insbesondere 
rationale Zablen sein sollen. Der Satz ist also auch dann noch an- 
wendbar, wenn die Coefficienten der Function J nur irgend welcbe bei 
der linearen Transformation unveranderliehe Grossen sind. Auch die 
Forderung der Homogeneitat ist unwesentlich: Jede nicht homogene 
ganze Function der Coefficienten unbeschrankt veranderlicher Formen 
zerfallt in homogene Theile, welcbe einzeln die verlangte Eigenschaft 
haben miissen. 

Setzt man die Veranderlichen Y und V als gleichwerthig an ? wie es 
eine dem Princip der Dualitat Rechnung tragende Entwickelung der 
Theorie der ternaren Formen verlangt, so erscheint es willkiirlich, die 
lineare Transformation gerade durch die Formeln (1) zu definiren, und 
die Formeln (3) als von ihnen abhangig zu betrachten: Es katte eben- 
sowohl auch das Umgekehrte geschehen konnen. Die Potenz der Trans- 
formationsdeterminante, welche eine Invariante bei Ausfuhrung einer 
allgemeinen linearen Transformation annimmt, wird aber dann eine 
andere: An Stelle der aus dem Vorhergehenden sich ergebenden Gleichung: 

j v(m — n) 

tritt jetzt diese: p(n _ m) 

3 ; 

die Functionen J 7 welche der Forderung des Satzes II geniigen, sind 
jedoch beidemal dieselben. — Will man negative Exponenten von At, be- 

zuglich A vermeiden, so wird man im Falle statt der Transfor- 

mationsformeln ~~ diejenigen benutzen, welche aus ihnen dadurch her- 

W hy. . . A iy 

vorgehen, dass man an Stelle von — die Unterdeterminanten ^ setzt. 

: **iy. 

Seien J } J die Werthe der Function J, gebildet fur die so transformirte 
Form F } so hangen diese mit der urspriinglichen Function J durch die 
Gleichungen zusammen: 

~ 3 ~ 


Study, Teruare Eormeu. 


3 
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1st J eine Invariante einer Anzahl von Grundformen F 1 F 2) , 
deren Coefficienten in ihr beziiglich in den Graden p l} p 2 , .. . auftreten; 
enthalt ferner die Form F x die Veranderlichen Y^\ Y@\ ... in den 
Graden m A 1; ... die Veranderlichen V@\ . . . beziehungsweise 

in den Graden n A 1} , so besteht zwischen den Zahlen p ? m, n 

die Relation: 

y}.p A (n A i -f- n X 2 + * * * — — ^je 2 ) = 0 mod. 3. 

Die zu dem Satze II fiihrende Schlussweise setzt voraus, dass die 
Coefficienten der linearen Transformation als unabhangige Parameter 
gedacht werden. Indessen lassen sich in nocli etwas allgemeineren 
Fallen ahnliche Schliisse ziehen. Zunachst wird die Ricbtigkeit obiger 
Folgerung nicht beeintrachtigfc, wenn wir die Coefficienten der linearen 
Transformation einer unzerlegbaren Bedingungsgleichung unterwerfen, 
deren Grad die Zahl 3 p{n-\-m) tibersteigt; dann aber, und das ist 
wich tiger, wird man eine ahnliche Betrachtung anch in alien den 
Fallen anstellen konnen, wo die Coefficienten der allgemeinen Trans- 
formation einer Gruppe oder auch nur einer Schaar von linearen 
Transformationen sich als ganze rationale homogene Functionen irgend 
welcher unabhangiger Parameter darstellen lassen. An Stelie der De- 
terminante der Transformation treten dann eine oder mehrere Functionen 
dieser Parameter, die Theiler der Determinante. 


Um die Wirkung der zusammengehorigen Transformationen 
(1) . . . (4) auf eine algebraische Form F zu untersuchen, ist es ntitz- 
lich, eine abkiirzende Schreibart fur diese Form einzufiihren, die so- 
genannte symbolische . Um der Einfachheit der Darstellung willen 
beschranken wir uns auch jetzt wieder auf den Fall, wo die Form F 
nur eine Veranderliche Y zum Grade m und eine Veranderliche V zum 
Grade n enthalt. 

Eine specielle Form dieser Art erhalten wir, wenn wir die m te 
Potenz einer linearen Form 

(AY) -AY > i + + 

multipliciren mit der w ten Potenz einer linearen Form 
(VP) = V 1 P 1 + V 2 P 2 + F 3 P 3 . 

Nehmen wir nun an, es sei eine ganze, homogene und lineare 
Function J der Coefficienten von F vorgelegt. Bilden wir dann die- 
selbe Function J fur die Coefficienten der speciellen Form 

F x = (A Y) m (VP) U } 
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so treten an Stelle der Coefficienten von F solche Potenzen und Pro- 
ducte der Grossen A t und P x , welche in den Ai den Grad m und in 
den P x den Grad n haben, behaftet mit den zugehorigen Polynomial- 
coefficienten. Diese Potenzen und Producte sind aber bekanntlieli 
linear unabhangige Grossen. Es wird also die vorgenommene Speciali- 
sirung die Form der linearen Function J nicht andern feonnen; oder 
anders ausgedrtickt: Kennt man die Function J gebildet fur die Coef- 
ficienten der speciellen Form F l7 so kennt man darait aucb die 
Function J der Coefficienten der beliebigen Form F ; man bat eben 
nur die Coefficienten von F x durcb die entsprechenden von F zu er- 
setzen. Daraus, dass dieser Uebergang ein eindeutig bestimmter ist, 
entspringt der Gedanke der symbolisehen Bezeichnung: Wir schreiben 
„symbolisch“ F — F lt oder 

F=(AY) m (VP)% 

unter dern Vorbehalt, nacb der Auswertbung dieses Productes die Coef- 
ficienten von F x durcb diejenigen von F zu ersetzen. Ein solcbes Ver- 
fahren ist nur erlaubt bei bomogenen Functionen, welche in den 
Coefficienten von F linear sind, wie die Form F selbst; denn nur 
unter dieser Voraussetzung ist der benutzte Uebergang vom besonderen 
Falle zum allgemeinen ein eindeutiger. 

Es verstebt sicb von selbst, dass man durcb die biermit einge- 
fuhrte symboliscbe Bezeicbnung materiell Nicbts leisten kann, was nicbt 
auch obne dieselbe zu leisten ware; ibr Nutzen ist ein okonomischer : 
Sie gestattet, bereits ziemlicb verwickelte Ausdriicke kurz und iiber- 
sichtlicb zu schreiben, und rnacht es dadurch moglich, viele Eecb- 
nungen nocb mechanisch auszufiihren, die obne Gebrauch einer solcben 
Bezeicbnung neue Anstrengungen des Gedankens erfordern wurden. 10 ) 

In dem symboliscben Ausdruck von F oder in der speciellen 
Form F x erscbeinen die Potenzen und Producte der Grossen A i} P z 
multiplicirt mit gewissen Polynomialcoefficienten. Es ist (I bekanntlich ) 
zweckmassig , auch den Ausdruck einer allgemeinen Form F von vom- 
herein mit solchen Polynomialcoefficienten m schreiben; wir wollen daher 
festsetzen, dass dies immer geschehen soil , sowed nicht im besonderen Falle 
ausdrucklich abweichende JBestimmungen getroffen werden. Wir schreiben 
also z. B. 


{ATf=A n y*+a* r/+A ss r 3 2 +2A 23 r 2 r 3 + 2A U j 3 r x + 24 , 7 , 

und bezeichnen nicht die Grosse 2A % 3 als einen „ Coefficienten “ der 
Form (AY) 2 , sondern die Grosse A 23 . Allgemein setzen wir 

— m \ 


A\ Aff A-f P 1 Hi P 2 P 3 ^ 1 — AxZm * 1 


r 


+ 


■ n) 
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und betrachten diese Grossen als die Coefficienten der Form F\ F er~ 
bait dann die Gestalt: 




mini 




A xWlMl YSY/Y/V^V^. 


Yon der symbolischen Bezeichnung konnen wir sogleich eine be- 
merkenswerthe Anwendung machen mit dem Satze: 

III. Uni auf eine algebraische Form F eine lineare Transformation 
ausmfuhren ? Jcann man ihre eimelnen symbolischen Factoren so trans- 
formiren ; als ob sie selbststandige lineare Formen waren. 

Es folgt dies sogleicb daraus, dass die Coefficienten der trans- 
formirten Form F' lineare Functionen der Coefficienten von F sind. 
Die Coefficienten von F' erfullen mitbin als Functionen der Coeffi- 
cienten von F die Bedingung, unter welcber die Einfubrung der svm- 
boliscben Bezeicbnung gestattet ist; durch diese Einfubrung aber zerfallt 
F in ein Product getrennter Factoren. 

Ist also F— (AY) m {VP) n , und fuhren wir die durcb die For- 
meln (1) ? (3) gegebene Transformation aus ? so wird symbolisch F r 
== + A 2 a 21 + A 3 a 31 ) Yf 

+ (A x a 12 + A 2 a 22 + A 3 a 32 ) Y 2 
+ 4* A 2 a 23 + A 3 a 33 ) Y 3 } m . 

{(Wn + Pzhi + wrf 

4* 4" PA% 4" *^ 3 ^ 32 ) ^2 

+ (FAz + PAz 4- AAs) V*} n - 

Wir werden spater (in § 14) durch gescbicktere Verwerthung der 
symbolischen Methode Mittel finden, auch diesen Ausdruck nocb durcb 
einen wesentlicb einfacheren zu ersetzen. Die vorliegende Form des- 
selben geniigt uns fur jetzt ; um den folgenden Satz zu beweisen: 

„Seien 2)* - die N Coefficienten der Form F ? p x ... px die m - 
gehorigen FolynomialmUen , n t — n^Y, V) ... II N = II N (Y 7 V ) die 
mgehorigen Producte der Verdnderlichen , so dass 


■F“ft9itfi + -"4 -pd®sn s , 

seien ferner 2)/ ... 2)/ die cntsprcchcndcn Coefficienten der transformirten 
Form F\ Seide Coeffieientensysteme mogen misammenhdngen durch die 
Formeln 


(I) % — H h a /v?)v _ „ 

(II) 2)/ = bjiDj 4“ * * * 4“ 


in welchen die Grossen a ix und gewisse game Functionen der Coef- 
ficienten a im der linearen Transformation (1) sind (deren Determinante wir 
gleich Eins annehmen). 
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ErseM man alsdann die Transformation (1) (lurch die transjponirte 
Transformation, vertauscht also jcdes a Un mit dem entspreehenden a m i, so 
venvandelt sich gleiclmitig jedes der Products pia lX in das entsprechende 
Product pyAvd, und ebenso pfi xi in py.'b&J* 

Schreiben wir von F nur die beiden mit den Indices i und % be- 
hafteten Glieder, so liaben wir: 

und ebenso 

f = — f (r, V) + • • • + P-S/F (t, r) + • • 

fix/, der Coefficient von §)* im Ausdruck (II) von §)/, wird nun so 
erhalten. Man ffthrt in p x II x (Y, V ) die Substitutionen (1) und (3) 
aus, ordnet nach Producten von Y' und V', und nimmt dann den durcli 
Pi getheilten Coefficienten von If (Y f , F'); oder, weil p x II x (Y 1 V ) der 
Coefficient von §)* Ausdruck F , und andrerseits §)* — 71* (A, P) 
ist: Man ordnet den oben gegebenen symbolischen Ausdruck von F' 
nacb Producten von" A und P, nimmt den Coefficienten von 77* (A, P), 
ordnet diesen nacli Producten von Y' und V\ und nimmt den Coef- 
ficienten von piII L (Y\ V'). Dies ist der (symbolisehe) Ausdruck von b /u . 

Fiihren wir jetzt die Transposition aus ; so erhalten wir einen Aus- 
druck, den wir auch ohne Transposition, und zwar so definiren konnen: 
Man ordne F' nach Producten von Y' und V r , nehme den Coefficienten von 
Tly (Y f , Y')j entwickele diesen nach Producten von A und P, und nehme 
den Coefficienten von p.IIi (A, P). Oder endlich: Man ordne F' nach 
Producten von A und P 3 nehme den Coefficienten von TIi (A, P), ordne 
nunmehr nach Producten von Y' und V r , und nehme den Coefficienten 

p 

von pill* (Y, V'). Dieser ist aber nach Obigem ——h ix , das heisst, 

P 

es geht durch die Transposition Tiber in — b ix , und dies ist nnser 

Pi 

Satz, soweit er sich auf das zweite Coefficientensystem hezieht. Ebenso 
beweist man die andere auf clas erste Coefficientensystem beztigliche 
Behauptung. 

Nunmehr ergibt sich ohne Schwierigkeit das Theorem: 

IV. Sei wie oben die Form F geschrieben mit Polynomialmhlen 
Pi •••JPisr* 

(Y, V) + - ( 7 , V), 

und seien (I) und (II) die mgehorigen Transformationsformeln . Sei 
ferner eine Form der dualistisch gegenuberstehenden Art (also eine 
Form, derm Ordnung gleich ist der Classe von F und umgelcehrt), und 
sei nun diese Form geschrieben ohne Polynomialmhlen: 

$ = SBjili (F, 7) H h (V, 7). 
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Dann hangen die Coefficienten wit den Coefficienten 

35/ . . . 33/ der transformirten Form O' msammen durch die Formeln 

(III) 33* = B/j 93/ + • ■ • + 'biN^N 

(IV) 33/ = +••** + 0^*83^, 

derm Coefficientensysteme aus denen von (II) und (I) durch Trans- 
position hervorgehen . 

Schreiben wir namlich & noch ein zweites Mal ; und zwar jetzt 
mit Polynomialcoefficienten, etwa so: , 

* - A®, H t (F, Y) + . . . + p N m N ( r f T), 

so werden die Transformationsformeln fur 3B,- aus denen fur ein- 
fach dadurcb erhalten, dass man beide Arten von Veranderlichen 
vertauscht, das keisst, dass man a im durch i im ersetzt, und umgekehrt. 
Nun gehen aber die Coefficienten der Formeln (II) aus denen von (I) 
dadurch hervor, dass man jedes a lm mit dem entsprechenden b rnl ver- 
tauscht, wie der Anblick der Gleichungen (1) . . . (4) lehrt. 

Man erhalt also den allgemeinen Coefficienten f} ii6 der Transfor- 
mationsformel 

®,-ft i »/ + - + A*®/ 

durch Transposition des Systems a im aus d. h, er hat den Werth 
— fy*. Unsere Formel lautet also: 

P/®# = “ + 'biNPN^N • 

Schreibt man hier S3* for so ergibt sich die Formel (III). 

Die Formeln (I), (II) ; (III), (IV) und die Formeln (1), (2), (3), 
(4) bieten eine weitgehende Analogic dar, die wir durch die Wahl der 
Buchstaben-Bezeichnung haben hervortreten lassen. Map erkennt, dass 
bei Deutung der Coefficienten als homogener Coordinaten 

in einem Eaum JV ter Stufe die Grossen 33j, . - . 33# (nicht etwa 8B X . . . SB#) 
diejenigen Gebilde darstellen, welche die Verallgemeinerung der Linien- 
Coordinaten der Ebene bilden; es sind die Coordinaten eines linearen 
Raumes N— l ter Stufe. 

Die Bedingung der vereinigten Lage des Punktes §)i - - - 2)iv und 
dieses Gebietes N— l tcr Stufe driiekt sich aus durch das Verschwinden 
des bilinearen Ausdrucks 

Di®i “1 + “ Pity i ®i + * * • + Pn^n^n, 

dessen Invarianten-Eigenschaft sofort aus den Relationen hervorgeht, 
welche besagen, dass die Transformationen (I) und (II) einander ent- 
gegengesetzt sind: 

ct/i “p • * • “F = 0 (ij % = 1 * * * Nj i =j== %) 

4 + Kurkin — 1 (i — 1 * • * N). 


00 
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Diese Invarianten-Eigenscliaft konnen wir aber auch unmittel- 
bar erkennen , wenu wir 0 syuibolisch sclireiben. In dem von uns 
der Darstellung zu G-runde gelegten typisehen Falle haben wir 
0 = ( V Q) m (B X') n , und es wird dann 

9i»i + • ■ • + DA = (a Qy* (BB'r- 

Da tier Ausdrucb linear ist in den Coefficienten von F : wie in denen 
von 0, so brauchen wir ; um seine Invarianteneigenschaft einzusehen, 
nur die Invarianteneigenschaft der symbolischen Factoren (A Q), (BP) 
abzuleiten. — 

Die soeben betrachtete Beziehung der Coefficienten der Formen 
F und 0 zu den beiderlei Coordinaten eines Gebietes N iQT Stufe ist 
eine unsymmetrische; um die ;; Coefficienten u beider Formen solchen 
Coordinaten gleichsetzen zu konnen, mussten wir die eine mit ; die 
andere ohne Polynomialzahlen schreiben. Man kann aber durch Ein- 
fuhrung einer dritten Bezeichnung die Beziehung symmetrisch gestalten. 
Das geschieht, wenn wir F und 0 in folgender Form schreiben: 

f = V¥i Dx A (r, v) + • • • + VJi%n N (r, v ), 

0 = VJi »i n, (v, r) + • • • + VYAi i N ( v ; Y), 

wobei also die neu eingeftihrten Coefficienten mit den alten durch folgende 
Formeln zusammenhangen: 

ss, = V pM- 

Dann wird 

H DivSSiv = Di + * • * + 

und wir konnen auch jetzt wieder 2),- und 83,- als zusammengehorige 
Coordinaten eines Gebietes N tQT Stufe .deuten. Jetzt aber sind beide 
Formen in vollig symmetrischer Weise benutzt, freilich nicht ohne 
Einfuhrung von Irrationalitaten. 

Man wird auf dieselbe Normirung der Coefficienten einer algebrai- 
schen Form noch auf einem zweiten Wege gefiihrt, namlich, wenn man 
verlangt, dass gleichzeitig mit einer Transposition des Coefficienten- 
systems a im eine Transposition des Gleichungssystems vor sich gehen 
soil, welches den Zusammenhang der Coefficienten der Grundform mit 
denen der transformirten Form ausdruckt. Setzen wir zur Probe 
= Axtfxj wo lx eine noch zu bestimmende Zahl sein soil 

Dann tritt an Stelle von (I) das Formelsystem: 

h y. * 
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Dureh Transposition des Systems a lm geht der ft te Coefficient dieses 

l x p, 2 . 

Ausdrucks, ~ a ix fiber in ™ — a*,*: verlangt man, dass dies gleieh a*, 

K i K h Pi 

sein soil, so folgt l t : : — ~= , oder l L — -~= (i = 1 • • • N). 

]/p t yp x yPi 

Nimmt man den unwesentlicben Proportionalitatsfactor gleieh Eins, 
so folgt t)* = 2);. — Schreibt man also F in der Form 

F=v r F l &n 1 (T,V) + - + yj s %n s (7,7), 


so kommt dem System der Coefficienten 2),- die Eigenschaft zu, dass 
bei einer Transposition des Systems a lm die Coefficienten cc tx der Trans- 
formationsformeln 


tyi — ecu §)/+*•* + 


ebenfalls eine Transposition erfahren; und zwar ist obige Normirung 
der Form F dureh diese Forderung charakterisirt , bis auf einen will- 
kfirliehen, alien Coefficienten gleichmassig hinzuzuffigenden Propor- 
tionalitatsfactor, Derartig normirte Formen sind zuerst von Herrn Syl- 
vester betrachtet worden; er bezeichnete dieselben als „praparirt u . n ) — 
Kehren wir nun wieder zurfick zur ursprfinglichen Schreibart der 
Form F:F — Up^illi, und betrachten wir eine willkfirliche analytische 
Function % der Coefficienten 2),-. Dieselbe moge dureh die lineare 
Transformation (1) fibergehen in g' (2)/). Dann hangen die partiellen 
Differentialquotienten beider Functionen nach einem elementaren Satze 
der Different] alrechnung dureh die Formeln zusammen: 


(VI) 


ag 

ajr 

29/ 


= bil Fr + "' + b ^af7 
„ ?g, . ag 

= fll ‘‘ Wi + + ^ 


(i-l- •*)• 


Die Verglei chung dieser Formeln mit (III) und (IV) ergibt 
den Satz: 


V. Sei ^ eine Function der Coefficienten 2), : der mit Polynomial- 
mhlen geschriebenen Form F } so verhalten sich die partiellen Differential- 


quotienten 




gegenuber linear en Transformationen ehenso , me die ent- 


sprechenden Coefficienten 95* einer m F dualistischen } ohne Polynomial 
mhlen geschriebenen Form <2>. 


Wir konnen also die Differentialquotienten 




geradezu mit 


Grossen 95,* identificiren. Wir erhalten dann eine Form Q — $ (1 >, welche 
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nach Sylvester als die (erste) „JEvectante“ der Function g bezeichnet 
wird. Sie wird definirt durcb den Ausdruck 

- a n ‘ ^ r > + - + 

die Operation, durch welche sie entsteht, heisst „Evectcmtenproces$“. 

Die Evectante ist eine algebraische Form, auf welche wieder 
die symbolische Bezeiebnnng angewendet werden kann. Dabei ist aber 
zu beacbten, dass die „Coefficienten“ der so gesebriebenen Evectante 
den betreffenden Differentialquotienten nicbt scblecbthin' gleich sind, 
sondern erst die Produete jener Coefficienten mit den zugehorigen 
Polynomialzablen. Bei Gebrauch der von Herrn Sylvester eingefiihrten 
Schreibart ist dagegen die Evectante ebenso normirt, wie die Grund- 
form selbst: ihr analytischer Ausdruck wird 

gw = |=- h YY n n N (v, T). 

Eine Function der Coefficienten mehrerer Grundformen hat natiir- 
lich so viele verschiedene Evectanten, als es Formen gibt, von welchen 
sie abhangt. Um die einzelne unter ibnen zu bestimmen, bedarf es 
einer ausdriicklichen Festsetzung, auf welche Grundform der Evec- 
tantenprocess angewendet werden soli. 

Auf die Evectante kann man den Evectantenprocess von Neuem 
anwenden. Wir definiren, abweichend von dem herrschenden Sprach- 
gebrauche, als „zweite Evedante u der Function g die Form 

3" “X ^ (T ’D + - + W n " (V ’ Y) ’ 

multipliciren also die Differentialquotienten wieder mit denselben 
Functionen iT x ... 17 #, aber geschrieben in neuen Veranderlichen V f Y. 
Aus einer Function % der Coefficienten einer Form vom Grade m in 
Y und vom Grade n in V entsteht demnach durch zweimalige An- 
wendung des Evectantenprocesses eine Form mit den Gradzahlen n , n, 
m } m beziehungsweise in Y ? Y, V, V. Da die Beihenfolge der Differen- 
tiationen gleichgiltig ist, so andert die zweite Evectante ihren Werth 
nicht, wenn man die Veranderlichen Y und Y, und gleichzeitig die 

Veranderlichen V und V vertauscht. 

Aehnlich definiren wir die hoheren Evectanten, mit Einfuhrung 
von immer neuen Veranderlichen. Die partiellen Differentialquotienten 
% ter Ordnung der Function % werden dann gleich den Coefficienten 
(vom Typus D) der % ten Evectante, multiplicirt mit den zugehorigen 
Polynomialzablen — vorausgesetzt, dass in dieser Evectante die ver- 



42 


II, § 1. Die Traosformationsformeln. 


schiedeuen in Folge der beruerkten Vertauschbarkeit gleich werdenden 
Glieder nicht zu einem einzigen zusammengezogen sind. (Will man 
alle diese Glieder zusammenziehen, wie es in der That zweckmassig 
ist, so tritt im Nenner noch eine weitere Polynomialzahl hinzu, die 
man der Entwickelung der Potenz + • • • + zu entnehmen 
hat.) — Die % tQ Eveetante einer Function § kann symbolisch so ge- 
schrieben werden: 


E (4 n * < F " rw) +-+w , a " (F “ g> 


N 

X 

sofern man bestiinmt, dass bei der Ausrechnung dieses Productes 
8 8 , , 8 s 


m ' n x durch nM. 


ersetzt werden soil. 


Es sei 7 um diese Begriffe zu erlautern, vorgelegt eine qitadra- 
tische Form 

5 = f), + % Y* + D, r 3 * + 2% r 3 y 3 + 2^ r 3 y x + 2% y.y,. 

Dann wird die erste Eveetante eine Function § der Coeffieienten 
2), ... |) 6 gegeben durch den Ausdruck 

3 ' ,> “{A F ‘ ,+ 4 r = !+ A ,7 » ! +A F ‘ Fs +4 r = F ‘+l; F ‘ F >) 5 ’ 

sie ist also eine quadratische Form (Form zweiter Classe) mit den 
Coeffieienten 


SB; 


||(i-l,2,3) SB, -2 ^(*-4, 5, 6). 


Die zweite Eveetante aber wird 


g |2) = 


m 7 ' +-)■{>■ 


v+-h 5 , 


also eine doppelt- quadratische Form vom Typus 

2Bn W + ••• + &1 -WV + ®.i ?i 2 7? + - 
+ 22B U F / % % + 2SS 41 Yt Y 3 V* + ■ • • 

+ 42B • • • + m a v M r,v& + m H v 3 v t v, r 3 + - , 

eine Form mit im Ganzen 36 Coeffieienten, unter welchen sich aber 
nur 21 verschiedene befinden, da SB,-* = SB*,-. Es wird z. B. . 


2B U = ? 

SB 


8ft 2 ’ 
i d‘% 


SB. 


12 


as, a®, 


SB, 


14 ~ 2 as, aft 


— SB, 


41 7 


SB, 


44 ' 


21 > 

i a 2 g 

44 


i 8ft ’ 


SB,, = 4 


a*g 


45 ~ 4 0ftgft 


SB, 


54- 
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Die Reihe der Eveetanten einer homogenen Function j) ten Grades $ 
ist unbegrenzt, ausser wenn % eine gauze Function ist. In diesem 
Falle bricht die Reihe ruit dem p teu Gliede ab. 

Da bei der Ableitung der Formeln (YI) nur die allgemeinen 
Eigenschaften der Coefficienten at x > benutzt sind, welche jeder 
linearen Transformation der Grossen 2)* zukommen, so stellen sich 
ihnen ganz analoge Formeln an die Seite, welche von den Differential- 
quotienten einer Function f der Veranderlichen Xi oder F handeln: 


( 6 ) 


H- * IL 

dY t ~ d 27 

1L — 1L 

cY' ~ aii SY 1 


+ -+>•» JT7 

I I 3f 

+ ••• + <*« gy- 


O' = 1,2, 3). 


Es gilt also auch der Satz 

VL Die partiellen Diffcrentialquotienten einer Function f der 
Veranderlichen verhalten sich gegeniiber linearen Trans- 

formational ebenso , ivie die den Y t dmlistisch gegeniiberstehenden Ver- 
dnderlichen V u V 2} F 3 . 

Diese Bemerkung hat bereits J Boole fiir die Invariantentheorie 
verwerthet. 12 ) 

Wir haben hier die Eveetanten definirt mit Bezug auf die den 
Transformationen (1) und (3) unmittelbar unterworfenen Veranderlichen 
Fund F. Spater werden wir diese Veranderlichen durch die Coefficienten 
linearer Formen ersetzen; wir werden dann die aus den Eveetanten ent- 
stehenden Bildungen ohne erneute Definition ebenfalls wieder als 
Eveetanten bezeichnen; und werden ahnlich in anderen, analogen Fallen 
verfahren. (Vgl. I, S. 8.) 


Es versteht sich von selbst, dass alle die aufgefuhrten Satze im 
bindren Gebiete ihre vollkommenen Analoga haben; wie haben hier, 
wie in anderen Fallen wohl nicht nothig, dieselben einzeln aufzufiihren. 
Es ist indessen zu bemerken, dass die Formeln, die man nach dem 
Muster der Formeln dieses Paragraphen fiir ein Gebiet 2 ter Stufe 
bilden kann, keineswegs in derjenigen Gestalt auftreten, welche den 
besonderen Verhaltnissen dieses einfachsten Falles am besten angepasst 
ist. Der Grand hierfiir liegt darin, dass die Unterscheidung der ein- 
ander dualistisch zugeordneten Veranderlichen Y und F ’ welche bei 
Gebieten von hoherer als der zweiten Stufe nothwendig ist, im binaren 
Gebiete aufhort, naturgemass zu sein, da hier das Princip der Dualitat 
wegfallt. Es sei mir daher gestattet, anhangsweise die einschlagigen 
Verhaltnisse bei den binaren Formen kurz zu besprechen, soweit es 
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notkig ersckeint, um in unseren spateren ; auf binare Formen beziig- 
licben Darlegungen keine Zweideutigkeiten entstehen zu lassen. 

Fukren wir bei einer binaren Form f — (ay) n = y 2 — (hVi) n 
diese Bezeichnung ein: 

(1) f—a> 0 th; n — (”) + Q a^y^yfi { H (-1 ) n a n y^ 

so dass also a t n = a 0J a i n ~- 1 a 2 = a x u. s. f., so wurden wir nach clem 
bei den ternaren Formen Gesagten als ?? Evectante^ einer Function ^ der 
Coefficienten a Q} a % ... den folgenden Ausdruck zu bezeichnen haben: 

~ vA — f— v 9 *~ l v 1 + V 9 n ~* vfi — -) K— 1)* -P- V- 

Denken wir uns nun die Veranderlichen y einer linearen Trans- 
formation yon cler Determinante A = a n a 22 — a i2 a 21 = 1 unterworfen: 

Vi = 

y 2 = %2/l" + a 22?/2% 

so treten in den Transformationsformeln fur die Grossen v wiecler 
dieselben Coefficienten auf, aber in einer anderen Anordnung: 

^1 === ^ 22^1 tylty 
v 2 = — a 2l vf + a u v /. 


Der Bau dieser Formeln zeigt, dass man statt der Grossen v 1; v 3 
noch auf unendlich vide Arten Grossen z 1 , s 2 einfiihren kann, welelie 
ebenso transformirfc werden, wie y 13 y 2 : man hat nur v t = Xz 2 v 2 = — Xz L 
zu setzen, wo X einen beliebigen Parameter bedeutet. Wenn wir also 
iiberall, wo Grossen v 1; v 2 auftreten, dieselben dureh geeignet ge- 
wahlte Grossen g u &, ersetzen, so werden die Formeln (3) uberfliissig, 
und wir braucken nur noch das eine Gleichungssystem (2) in Betraclit 
zu ziehen. Es ist aber nielit zweckmassig, durch alle Formeln den 
willkurlichen Parameter X mitzusehleppen ; wir entsckeiden uns daker 
ffir eine beliebige, aber bestimmte Annahme desselben, etwa fiir diese: 
X = — 1. Wir setzen also 


«!== — &, v 2 = z 1 . 

Identificiren wir nun noch die Veranderlichen z mit den ursprtiug- 
lichen Veranderlichen y, so ergibt sick uns folgende Definition der 
Evectmte einer- Function $ der Coefficienten einer binaren Form f: 

(4) %' = ( a'y) n = || yf + 1| yf~ l y 2 + • • • + y," ■ 

Hier kangen die Coefficienten af, af ... von (ay) n mit den partiellen 
Differentialquotienten von g durch die Formeln zusammen: 






• • • (— l) n ct/ = 


93 . 

9«o" 
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Unter Zugrundelegung dieser Definition der Evectante wind dann 


*8 n 4 - „ JL 

dF 0 °» + dF x + 


+ da„ 71 


«0 a n (?) a i a n—l -I • • -f- ( — 1 

= {a a) n = (— 1)” (aa') B . 

Es gilt ferner der Satz, dass die Coefficienten . . , sicli gegen- 

fiber linearen Transformationen ebenso verhalten, wie die entsprechenden 
Coefficienten a n> a 1; ... einer Grundform f. 


§ 2 . 


Erster Fundamentalsatz der symboliselien Metliode. 
Invariante Proeesse. 


Die in § 1 eingeffihrte symbolisebe Bezeiehnung wfirde nur ein 
schwaches Hilfsmittel der Forscbung sein, ware dieselbe wirklieb nur 
auf solcbe ganze homogene Functionen anwendbar, welcbe linear in 
den Coefficienten der Grundformen sind. Eine unmittelbare Aus- 
dehnung der symboliseben Schreibart auf ganze Functionen beliebigen 
Grades ist freilicb ausgeschlossen, wegen der dann entstebenden Viel- 
deutigkeiten. Gelingt es aber, einer Function p te “ Grades § der Coef- 
ficienten der Grundform F eine andere Function g zuzuordnen, welcbe 
statt der Coefficienten von F die Coefficienten von p verschiedenen 
Formen F 1 ... F f , und zwar die Coefficienten einer jeden in linearer 
Weise enthalt, und aus welcber die ursprfingliche Function J durch 
die Annabme F 1 = --- = F P — F wieder bervorgeht, so wird man 
fur diese Function $ die symbolisebe Schreibart anwenden bonnen ; 
damit hat man dann aber aucb eine svmbolisehe Darstellung von 
selbst, sobald man nur festsetzt, dass niebt die einzelnen Symbole 
von F x ... F p einander gleicbgesetzt werden, sondern erst ihre Ver- 
bindungen zu Coefficienten von F t ... F p . 

Dies ist der zuerst von Aronhold gefasste Grundgedanke der sym- 
boliseben Metbode. Wir bringen den fundamentalen Satz, um welcben 
es sicb hier handelt, der Einfacbbeit balber wieder nur ffir den be- 
sonderen Fall zur Darstellung, in welcbem eine ganze homogene 
Function $ der Coefficienten einer einzigen Grundform F vorliegt, 
die eine einzige Veranderliche Y und eine einzige Veranderliche F 
enthalt; die Verallgemeinerung ergibt sicb dann unmittelbar. 
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Sind die Argumente der Function die Coefficienten der Form F ' 
unabhangig veranderliche Grossen, so werden wir die Function % auch 
bilden konnen aus den Coefficienten der Form 
® = X,F x + f -JLpFj,, 

worin l x ...X p numeriscbe Parameter, F 1 ...F P aber irgend welche 
Formen bedeuten, die dieselben Ordnungszahlen (m, n) haben, wie F. 

Entwickeln wir nun $ (®) nach Potenzen von X x ...Xp 7 und be- 
zeichnen den Coefficienten von p l X x ... durch g (F x . . . F p )] so ist 
diese Function g (F t . . . i^) erstens linear in den Coefficienten samrnt- 
licher Formen F x ... F p , zweitens ist sie eindeutig bestimmt durch 
die Function g (F), und drittens geht sie wieder in letztere Function 
fiber, sobald man F x = ...— F p — F setzt. Im Ausdruck der Function 
% (F x ... F p ) konnen wir nun aber ohne dass eine Unbestimmtheit 
entstande, die Coefficienten einer jeden Form Fi symboliseh als Po- 
tenzen und Producte der Coefficienten linearer Formen schreiben, d. k. 
wir konnen setzen Ft — {TJiY) m (FiX) n . 

Sei nun die Function $ insbesondere eine Invariante J, und 
J (F x ... F p ) der aus ihr auf die angegebene Art abgeleitete Ausdruck 
Dann ist J (®) — J wenn CP' die aus ® durch lineare Trans- 
formation hervorgegangene Form bedeutet. Die rechte und linke Seite 
dieser Identitat sind ganze Functionen jp ten Grades von X x . . . X p ; es 
muss also dieselbe Identitat nock bestehen fur alle Coefficienten der 
Entwickelung nach Potenzen und Producten von X x ...X p ] und man 
hat insbesondere auch 

j(f 1 -f p )=7(f 1 '-f;). 

Bs ist also auch die Function J (F t . . . F p ) eine Invariante. 1 Sie 
geht wieder in J uber, wenn man F 1 = ... == F p = F setzt. 

Wir konnen das Ergebniss dieser Betrachtung in folgenden Satz 
fassen: 

I. Sei J eine game Invariante p tm Grades der Form F= (AX) m ( UF) n . 
Dann kann man dieser Function J durch eine bestimmte und eindeutig 
umkehrlare Operation eine andere J mordnen, welche ebenfalls eine game 
Invariante ist, aber statt der Coefficienten von F die Coefficienten von 
p Faaren linearer Formen (A ; Y), (Pi V) (i = 1 ...p) enthdlt, und 
mar die Coefficienten jeder Form (. A,Y ) im Grade m und die Coef- 
ficienten jeder Form (Pi V) im Grade n. 

Wichtig ist, dass durch dieses Beciprocitatsgesete oder Uebertragungs- 
princip einer ganzen Invariante J, welche identisch den Werth Null 
hat, immer eine ganze Invariante J zugeordnet wird, welche ebenfalls 
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verschwindet. Es werden also nicht allein die Invarianten selbst ein- 
ander zugeordnet, sondern auch die identischen Relationen, welche 
zwisclien ihnen bestehen: Man kann auf Grund de$ Sat&es I an Stelle 
des Rechnens mit allgemeinen Invarianten beliebiger Formen ein Rechnen 
mit besonderen Invarianten linearer Formen setzen . 

Da die Theorie aller anderen Functionen mit Invarianteneigen- 
schaft auf der Theorie der ganzen Invarianten beruht, wie wir im 
ersten Abschnitte gesehen haben, so muss als eine Fundamentalaufgabe 
der Invariantentheorie jedenfalls diese bezeichnet werden: 

Die allgemeine Form einer ganzen Invariante anzugeben , d. h. Me - 
thodem zu finden, durch welche man alle von einander verschiedenen In- 
varianten gegebenen Grades irgend welcher Grundformen hinschreiben learnt. 

Durch die vorstehende Betrachtung AronhoMs ist dieses Problem 
zwar noch nicht gelost, aber doch seiner Losung naher gefiihrt: Man 
hat dieselbe Aufgabe nur noch fur die linearen Formen zu behandeln, 
also fur Formen der allereinfachsten Art. Dass die Zahl dieser linearen 
Formen in jedem einzelnen Falle grosser wird, als die Zahl der vor- 
gelegten Formen, kommt nicht in Betracht, da ja in obiger Funda- 
mentalaufgabe die Zahl der vorgelegten Formen keiner Beschrankung 
unterworfen ist. Auf die Behandlung des reducirten Problems gehen 
wir im Augenblicke noch nicht ein; fur jetzt sei nur bemerkt, dass 
in dem System der linearen Formen (17), (FT), (CY), . (TP), 
(TQ), <JR),..., wo z. B. 

(A Y) = A 1 Y 1 + J. 2 r 2 + A 3 Y 3 

(VP) = v 1 F 1 + VP, + v 3 p 3 , 

die folgenden drei Coeffieientenverbindungen gauze Invarianten sind: 


(ABC)=\A 1 B 2 C 3 | 


ASA 

a 2 b 2 g 2 

a 3 b 3 g 3 


(AP) = APi + A A + a 3 p 3 


(PQR)=\P 1 Q,R 3 


P-2 Q 2 B, 

P 3 q 3 r 3 


] 


was man durch eine bekannte Rechnung mit Leichtigkeit verificirt. 

Die bei der Ableitung des Theorems I benutzte Operation: F 
durch 0 ersetzen, und dann den Coefficienten von p!A x ... nehmen, 
wird im praktiseken Rechnen bequemer durch eine einfachere ersetzt, 
durch deren Wiederholung jene sich wieder erzeugen lasst, namlich 
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durch den (in einem besonderen Falle friiher schon von Boole benutzten) 
sogenannten Aronhold 3 schm Process . Dieser besteht darin, dass man in 
einer analytischen Function % der Coefficienten einer Grundform F 
diese letztere durch F + XF ersetzt, und dann in der Entwiekelung 
von ^ nach Potenzen von X den Coefficienten der ersten Potenz nimmt. 
Seien ■ • ■ D.v die Coefficienten von F, Di + • • • + Dir die Coeffi- 
eienten der neuen Form F, so wird der Aronhold’sche Process dar- 
gestellt durch das Zeichen 

AT 




0 % 




Der Aronhold’sche Process hat die Eigenthiimlichkeit, die Inva- 
rianteneigenschaft einer Function g nicht aufzuheben, und zwar nicht 
nur in Bezug auf ganze Functioned sondern in Bezug auf analytisehe 
Functionen iiberhaupt. Es hat dies seinen Grund darin, dass dem 
Aronhold’schen Process selber die Invarianteneigenschaft zukommt, das 
heisst, dass man die Reihenfolge der Anwendung des Aronhold’schen 
Processes einerseits und die Ausfuhrung einer linearen Transformation 
auf die Yeranderlichen (Y, V ) andererseits ohne Aenderung des Be- 
sultates vertauschen kann (S. 6). Es gilt sogar der allgemeinere Satz : 

II. Anwendung des Aronhold' schen Frocesses, und lineare Trans- 
formation der Coefficienten der Grundformen sind vertauschbare Operas 


tionen. 

Moge die Function % (2);) durch die lineare Transformation iiber- 
gehen in die numerisch, aber im Allgemeinen nicht auch formal gleiehe 
Function %' ($/), und mogen die beiden Coeffieientensysteme und §)/ 
durch Gleichungen von der Form (I) und (H) ; § 1 zusammenhangen. 


Dann hat man 


® S' “ 2 SW 8* — {.2 afj {2 ®‘ 


Hier verschwinden nun in Folge der Relationen (V) § 1 alle Grlieder, 
fur welche % 4 s \ c ^ e Coefficienten der ubrigen aber werden gleick Eins. 
Mithin ergibt sich 


— 2 m ^ ~2 of, 


®8r; 


es ist also einer lei, ob man die Operation ® % vor oder nach der 
linearen Transformation (I, II) ausfiihrt. Da die Abhangigkeit der 
Coefficienten dieser Formeln von den Coefficienten a tm in vorstehender 
Ableitung nicht benutzt ist, so ergibt sich der Satz II. 
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Reducirt sich die bei Ausfuhrung des Aronhold’schen Processes 
zugezogene Form F insbesondere auf ein Product von Potenzen der 
veranderlichen linearen Formen, wird also in unserem typischen Falle 
F= (U Y) m (VX) n , so verwandelt sich der Aronhold’sche Process in 
den in § 1 betrachteten Evectantenprocess, abgesehen von der modifi- 
eirten Bedeutung der Veranderlichen. Der Eveetantmprocess ist also ein 
besonderer Fall des Aronhold’schen Processes . 

Da durch den Aronhold 7 schen Process, und also auch durch den 
Evectantenprocess die Invarianteneigenschaft einer Function J nicht 
aufgehoben wird, so ergibt sich: 

III Die Evedanten einer andlytischen Invariante oder Covariante 
sind analytisehe Covarianten . 

Der Aronhold'sche Process ist iibrigens von seinem Specialfall, 
dem Evectantenprocess, nicht wesentlieh verschieden: Ersterer geht 
dann wieder aus dem letzteren hervor, wenn man den neu einge- 
fiihrten Veranderlichen U und X die Bedeutung von Symbolen beilegt. 

Die Function $ = E $),*, welche durch Anwendung des Aronhold- 

schen Processes aus der Function % entsteht, ist eine simultane Invariante 
der Evectante von % und der neu hinzugefugten Form F; naan 
erhalt sie eben, wenn man die Veranderlichen von § fl ) durch die ent- 
sprechenden Symbole von F ersetzt. Wir bezeichnen diese Invariante 
mit F] oder mit [F, $ (1) ]. Ueberhaupt, seien F und 0 zwei 

einander dualistisch gegeniiberstehende Formen, F = 2 H; (Y, V) } 
0 = JSSSs IJi (V,Y) = Ep t 2B i Hi (V ; Y)j so schreiben wir immer abkiirzend 

1 1 

Man erhalt diese simultane Invariante, wenn man die Verander- 
lichen von F durch die Symbole von 0 ersetzt, oder umgekehrt. 

Ersetzt man in der Evectante einer homogenen Function % die 
Veranderlichen nicht durch Symbole einer neuen Form F 7 sondern 
durch Symbole der Grundform F selbst, so erhalt man nach dem 
EuleFschen Theorem wieder die Function multiplicirt mit ihrem 
Grade in den Coefficienten von F. 

Ein einfaches Beispiel mag die eingefiihrten Bezeichnungen und 
Begriffe veranschaulichen. Es seien (AX) 2 , (BX) 2 , (GX) 2 verschie- 
dene symbolische Schreibarten einer ternaren quadratischen Form JF; 
F = (AX) 2 sei eine zweite quadratische Form, 0 — (UP) 2 eine drifte, 
der dualistisch gegeniiberstehenden Art. Dann sind (A Pf und (ABC) 2 

Study, Ternaie Vormeu. 4 
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die symbolisehen Ausdrucke von ganzen Invarianten; die letztere hat 
den Grad 3 in den Coefficienten von F. Weiter ist \F 7 <&] = (J.P) 2 ; 
ferner die erste Evectante JO) von J — (ABC) 2 : JO) = 3 (AB U) 2 , 
ebenso die zweite Evectante J® — 6 ( A UV ) 2 und die dritte Evec- 
tante J (3) — 6 (UVWy. Die Anwendung des Aronhold’schen Processes 
auf J ergibt 2) J — [JO), P] = 3 ( ABA ) 2 ; setzt man F = F, so kommt 
[JO), F] -3(APC) 2 ===3 g. - 

Ueber den Evectantenprocess sei noch Folgendes bemerkt. Die 
Evectante ©0) einer Function @ mehrerer Functionen setzt 

sich aus den Evectanten Si (1) ; $ 2 (1) ? “ ‘ dieser letzteren so zusammen: 

®<‘> - If S,<‘> + If 

Ist @ identisch Null, so gilt dasselbe von @0). Hieraus folgt: 

Eat dm Grundform F r mabhdngige Invarianten , so gehoren die 
Evectanten Hirer sdmmtlichen Invarianten einem System von r linear un- 

abhdngigen Formen an — namlich dem System c 1 J x 0) -f \-c r J r (l) , 

sofern J x (1 ) - • • J r O) die Evectanten der r unabhangigen Invarianten 
J t * • • J r sind, . und c t • * * c r irgend welche von den in J x 0) • . • JO) au f- 
tretenden Yeranderlichen freie Grossen bedeuten. 

Aus jeder identischen Relation © = 0 zwischen ganzen Invarianten 
ergibt sich eine entsprechende Identitat @0) = 0 zwischen diesen 
Invarianten und ihren Evectanten, aus welcher man vermittelst des 
Eulerischen Theorems, d. h. durch Bildung einer einfachen simultanen 
Invariante auch die ursprungliche Identitat © = 0 wieder herleiten 
kann. Da der Evectantenprocess den Grad einer homogenen Function 
in den Coefficienten der Grundform erniedrigt, so ist es in Fallen, wo 
es sich nur noch um die Auswerthung der Zahlencoeffieienten einer 
Identitat handelt, unter Umstanden vortheilliaft, statt die Identitat @ = 0 
unmittelbar zu bilden, erst die entsprechende Identitat @0) = Q zu 
bestimmen. — 

Aus der algebraischen Gleichung, welche eine irrationale alge- 
braische Invariante definirt, kann man leicht die Definitionsgleiehung 
ihrer Evectante herleiten, welche eine irrationale algebraische Covariante 
ist. Sei namlich A 0 eine irrationale algebraische Invariante, definirt 
als Wurzel einer Gleichung n tm Grades: 

J 0 X n -j- J x X n ~~ x + • * • + J n — 0 , 

deren Coefficienten ganze Invarianten sind, und seien 

bezuglich die Evectanten dieser letzteren; so wird die Evectante 2 0 (I) 

von X 0 gegeben durcb den Ausdruck 
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^ (i) ^o (1) V + ^i (1) V H b 

0 » J 0 V -1 + (»-l) ^ + ' ’ • + 

aus welchem man in bekannter Weise die gesuchte Gleichung erhalt. — 
Ein besonderer Fall des auf ganze homogene Functionen angewen- 
deten Evectantenprocesses hat sich der Untersuehung schon lange vor 
Entstehung der heutigen Invariantentheorie aufgedrangt: der Polaren - 
process. Man erhalt eine von der Polar enbildung nicht wesentlich ver- 
schiedene Operation-, wenn man die Pormen F und F mit zwei gleich- 
artigen linearen Formen identificirt ? die als Veranderliche betrachtet 
werden. Sei etwa F — (VX) und F = {VXf), so kann man jede simul- 
tane ganze Invariante J der Form F und beliebiger anderer Pormen 
symbolisch sehreiben J = (. AX ) n , und erhalt dann als Evectante dieser 
Invariante den Ausdruck n (^1^). Man bezeichnet indessen 

nicht gerade diese Evectante als„Polare“ sondern die Form (AX) ,a - 1 (AX 1 ) 
oline Zahlenfactor; iiberhaupt heisst „Bolare ic der Form oder Invariante 

(AX) n jeder Ausdruck (AXf)^ . • • (AX,)*r ( m ± -} f. m r = n). Nach 

dem fiber den Aronhold'schen Process Gesagten versteht es sich von 
selbst, dass der Operation der Polarenbildung die Invarianteneigenschaft 
zukommt. Wahrend der allgemeine Aronhold’sche Process und aueh 
noch der Evectantenprocess sich auf beliebige homogene Functionen 
beziehen, ist der Polarenprocess nur fiir solche homogene Functionen 
definirt, welche man als algebraische Formen zu bezeichnen pflegt, 
d. h. welche in Bezug auf die dem Process unterworfene Veranderliche 
ganze Functionen sind. Dahin gehoren ausser den Grundformen na- 
tiirlich auch ihre analytischen Covarianten. Solche simultane Inva- 
rianten der veranderlichen linearen Formen mit anderen Formen, 
welche in Bezug auf die linearen Formen keine ganzen Functionen 
sind, fallen nicht unter den Begriff der „Form“; in ihrer Theorie bietet 
sich, soviel wir sehen konnen, keine Veranlassuug dar, den Evec- 
tantenprocess durch eine der Polarenbildung entsprechende Operation 
zu ersetzen. — 

Der Aronhold’sche Process mit seinen Specialfallen ist nicht der 
einzige Differentiationsprocess, welchem die Invarianteneigenschaft zu- 
kommt. Weitere erhalten wir auf Grund des folgenden Satzes: 

IV . Sei 0* eine (unbestimmte) analytische Function der Coefficienten 
der Formen F, F t -- F ry und seien *Pj • * • W x eine Beihe von Formen , 
welche beziehungsweise dieselben Qrdnungszahlen haben , wie die Evec- 
tanten der Function % in Bezug auf die Form F, und in 

ivelchen die Veranderlichen geradeso vertauschbar sind , wie in diesen 
Evectanten. Sei ferner J eine simultane analytische Invariante der Formen 

4 
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F, F t * • • F n so verwandelt sich J in einen inmrianten 

Process , wenn man W t * *• W x mit dm Evectanten $ (1) • • * identificirt , 

also die Coefficienten von 3^ • * • W x bedehungsweise den mit geeig - 
neten ZaUenfadoren mulUplicirten Differentialquotienten der Function g 
gleich setd. 

Wir haben in § 1 gesehen, dass die als erste Evectante einer 
Function g ( F ) bezeichnete Form sich gegeniiber linearen Trans- 
formationen geradeso verhalt, wie eine zu F dualistisehe Form 0 
(Satz V, S. 40). Daraus folgerten wir, dass der Evectantenproeess 
die Inyarianteneigenschaft besitzt, d. h. dass es einerlei ist, ob man 
erst durch linear^ Transformation die Function Qr (F) in $' (. F ") uber- 
fiihrt, und dann die Evectante g /(1 > bildet, oder ob man erst die Eyectante 
bildet, und diese dann durch die Transformation in ilberfuhrt 
(Satz II S. 48). Darin liegt zugleich, dass derselbe Satz fur alle 
hoheren Eyectanten gilt. Es kann also die Inyarianteneigenschaft von 
J dadureh nicht aufgehoben werden, dass man die Formen W t - • • l I s x 
durch ^ ersetzt. Natiirlich darf man in dem erhaltenen Dif- 

ferentiationsprocess die Coefficienten der Formen F, F t , . . . F r nicht etwa 
als constante Grossen behandeln, sondern man muss sie nach wie vor 
der linearen Transformation unterwerfen. 

Wenden wir die aus J hervorgegangene Operation (oder iiberliaupt 
irgend einen invarianten Process) auf eine andere Invariante J x oder auch 
auf J selbst an, so erhalten wir nothwendig wieder eine Function mit 
Inyarianteneigenschaft — insbesondere erhalten wir eine ganze Function, 
wenn J und J x ganze Invarianten sind. 

Dieser Satz umfasst als besondere Falle eine Reihe von einzelnen 
Satzen, welche Herr Sylvester ausgesprochen hat 13 ). Man erhalt die- 
selben, wenn man sich auf den Fall % = 1 beschrankt, in welchem nur 
Differentialquotienten erster Ordnung auftreten, und dann den allge- 
meinen Invariantenbegriff, wie gebrauchlich, in verschiedene ihm unter- 
geordnete Begriffe (Invariante, Covariante, Contravariante u. s. w.) zer- 
spaltet. — Es verdient kervorgehoben zu werden, dass bei Gebrauch der 
„praparirten Formen“ das Theorem IV eine etwas einfachere Aussprache 
erhalt: Man kann die Coefficienten der Formen W x • * • W x den ent- 
sprechenden Differentialquotienten unmittelbar gleich setzem, ohne die 
(iibrigens leicht zu bestimmenden) Zahlenfactoren. Denn unter Zu- 
grundelegung jener Schreibart wird ja das Ergebniss des Evectanten- 
processes ebenso normirt, wie die Grundform selbst (S. 41). 

Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, sich Beispiele fur das 
allgemeine Theorem IV zu suchen, so wie auch dasselbe auf den Fall 
auszudehnen, wo Evectanten der Function g gleichzeitig in Bezug auf 
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melirere der Formen F, F 1 , • ■ ■ (,,gemischte Evectanten") gebildet werden. 
Hier soil nur noeli ein besonders wichtiger Specialfall dieses verall- 
gemeinerten Theorems angefuhrt werden, der sieh ergibt, wenn man 
die Invarianteneigenschaft der drei Verbindungen (ABC), (AP), (BQR) 
der Coefficienten der Iinearen Formen (A Y), (B Y), ( CY ), (VP), (V Q), 
(VB) beriicksiehtigt (vgl. S. 47). 

- Wir meinen den bekannten, natiirlich anch unmittelbar ohne Wei- 
teres zu yerificirenden Satz: 

V. Die drei Differentiationsprocesse, welche man symholisch sehrei- 
ben hann: 


nf= 


j_ j_ j_ 

dX t 8Y, dZ 3 


f 


Pf— - ■ 

' dX,dU, 

n'f= I 


I ay , 

+ 8X \cU t + 

d d o 

dU[W. ^3 


0V 

dXJU , 

f 


besitaen die Invarianteneigenschaft. 

Es ist hier angenommen, dass 

nanten z. B. ^ ^ f ersetzt wird durck 


bei Ausrechnung 


der 


Determi- 


§ 3. 

Die erste G-ordan’sche Reihenentwickelung. 

Um die auf Seite 47 formulirte Fundamentalaufgabe in ihrer 
nunmehrigen reducirten Form in Angriff nehmen zu konnen, bediirfen 
wir der Entwickelung weiterer Hilfsmittel — der Theorie der von 
Herrn Gordcm angegebenen Reihenentwickelungen, deren Studium wir 
uns nunmehr zuwenden. Dieselben werden sich uns auch in der Folge 
vielfach als ein werthvolles ; ja wir diirfen wohl sagen, als das werth- 
vollste Mittel der Forsckung erweisen; sie verdienen dalier eine aus- 
fiihrliche Behandlung. 

Wir bezeichnen (mit Herrn Bosanes) zwei Connexe F = (BX) m (UP) n 
und 9 = (B'X)* (UF) m dann als „conjugirt“*) ? wenn die simultane In- 
variante 

[F } 9] = (BPJ^B'Py 


*) Das Wort „conjugirte Connexe“ ist allerdings friiher von Clebsch in einem 
anderen Sinne gebrancbt worden. Indessen ist mittlerweile die Rosanes’sche Be- 
zeichnung „ConjugirbSein zweier Curven“ allgemein angenominen worden; und da 
dieser Begriff auch auf Connexe anwendbar ist, so mussen wir an Stelle der 
Bezeichnung Clebsch’s eine andere setzen. Man konnte den im Sinne Clebsclis 
„conjugirten“ Connex eines gegebenen etwa als dessen „Umhullungsconnex u be- 
zeichnen. 
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den Wertk Null hat.. Unter cler }J Polar6 u eines Connexes (BX) m * (UP) n * 
(m x w, % < m) in Bezug auf den Connex F = (. BX) m (UP) n ver- 
stehen wir die simultane Covariante 

(spy (ip)«i (ypy-iy 

ist dieselbe Null fiir alle Wertk e von X und Z7, so heisst der erste 
Connex zum zweiten „apolar u (Reye). 

Besonders wiclitig ist der Fall, in welckem der erste Connex eine 
Potenz der identischen Covariante (UX) ist ; also etwa m x — n x — und 

(Bxy(upy = (uxy. 

In diesem Falle wird die Polare einfack 

j* f = (Bpy (. Bxy »-* ( ujpy-*. 

1st A F identisch Null, ist also (UX) zu .F„apolar“ ; so bezeielmen 
wir die Form F mit Herrn Gordan als eine ^Normalform" . Die Nornial- 
formen sind (wie aus spiiter anzustellenden Betraektungen folgt) dadurck 
ausgezeiehnet, dass sick alle ikre uuzerlegbaren liuearen Covarianten 
auf die Grundform selbst reduciren. 

Wir beweisen nun sogleich fiir ein Gebiet >L ter Stufe den folgen- 
den Satz: 

I. Jeder Connex F—(B X) m ( U F ) n , ivelcher nicht den Factor ( TJX) 
hat, besitet eine lineare Covariante mit denselben Ordnungsmhlen (m } n), 
wclche eine Normalform ist 

Urn eine solche Normalform zu bilden, betrachten wir die folgende 
Covariante von F: 

G 0 = (BP ) o + a, (UX) (BP\ + .•• + «, (UX)* (BP), + • * 

worm (BP) y . zur Abkiirzung stekt fiir (. BP) X (BX) m “~ y ' (UP) tl ~~* und die 
Coefficienten a u * * * a Xj • • • irgend welcke (rationale) Zaklen vorstellen. 
Wir sucken nun diese Coefficienten so zu bestimmen, dass die Anwen- 
dung der Operation 

BF = (BP) ( UP)- 1 = Z PF (S. 53) 

auf (? 0 identisch Null liefert; denn dies ist die Bedingung dafiir, dass 
Gq eine Normalform ist. 

Bs ist aber allgemein: 

' mn A (UXy (BX)^ ( UP)*-' 

(1) = l ( m + n - 1 + A— 1) ( uxy - 1 (. Bxy ( upy - l 

k +(m — l)(n-l)(UXy(BP)(BXy~ l ~ 1 (UPy~ l -\ also 
mn A G 0 — a x mn A (UX) y - (BP) y (BX) m ~~* ( UP) nm ~* 
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= 2 {* (m + »+ x - % - 1 ) (uxy- 1 (spy 

+ O - *) (»— *) (uxy (BP% +1 j. a ., 

— X* { ( K 4" 1) ( m + « 4" A, 5C — 2) Ox + i 

+ (»*-*) (» - «) «,}• ( uxy(Bp) x+1 , 

wobei alle Suromen von & = 0 an zu nehmen und soweit fortzusetzen 
sind ? bis die Reihen yon selbst abbrechen. Die letzte Summe ver- 
schwindet jedenfalls, wenn jeder einzelne Coefficient Null ist; hieraus 
ergibt sich aber eine Recursionsformel fur die Coefficienten a x , aus 
welcher xnan durch vollstandige Induction den Werth yon a x flndet: 

( 2 ) 

Die gefundene Normalform kann niclit identiscb verschwinden, so 
lange F nicbt den Factor (UX) bat. Denn dann kann man immer 
U und X so walilen, dass (UX) verscliwindet, F aber yon Null ver- 
scbieden bleibt; yon der Reihenentwickelung yon G 0 bleibt dann nur 
das erste Glied stehen, welches einen yon Null versckiedenen Werth 
besitzt. Hat dagegen F den Factor (UX), so kann man diesen Schluss 
nicht machen; wir werden sogleich selien, dass dann in der That die 
Covariante G 0 identisch yerschwindet (woyon man sich ubrigens auch 
hier schon durch Rechnung iiberzeugen kann). 

Wenden wir den Satz I auf die Covariante 

(1 3P)i — (BP) i (BXy»- i (UP)*-' 

an, so erhalten wir eine ganz analoge Reihenentwickelung: 

(3) ft = (JBP), + (UX) (. BP ), +1 + • ■ • 

+ a ix (UX)«(BPU 3t + -‘; 
wo 

(VKV) 

( 4 ) a t x — (— l)" x — 2* — 2^ 

Wir bezeichnen die Formen G 0 , G lr G%, ••• mit Herrn Gordan 
als die „Elenientarcovarianten Ci yon F \ Aus diesen Normalformen und 
Potenzen von (TJX) setzt sich nuu die Grundform selbst wieder in 
linearer Weise zusammen. 

II. Jeder Connex (m, n) [F = (BX) m ( UP) n ] lasst sich in eine 
nach Potenzen von (UX) fortschreitende Beihe mtwickeln , deren Coeffi- 
cientm Normalformen $ind u ). 

Setzen wir namlich die Reihenentwickelung an: 

(5) F = F 0 + F 1 + F t + • • ■, WO F 0 = G 0 , F, = h(UXy G i} 
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oder ausfuhrlicher: 

(2?P) 0 = { (BP), + « 0] (UX) (BP), + a 02 (UXf (BP), + • • • } 
+ h(UX) ((BP\ + a u (UX) (BP), + ••• } 
+ b,(UXf ((BP\ + ~ } 


und suchen die Constanten b l7 b 2j • • * so zu bestimmen, dass diese 
Gleichung eine Identitat wird, so erhalten wir ein riicksichtlich der 
Grossen b t auflosbares Gleichungssystem: 

— = a 0i -f- l) x i -j- l>. 2 a,>j g -j- • • * -f- ^~i i, i, 

woraus wieder durch vollstandige Induction: 

(6) j_ Mi>) 

W Ui ^n + n+l-i— 

Yon den unter I und II behandelten Reihenentwickelungen gelten 
nun folgende Satze: 

1) Die Reihenentwichelung II ist eindeutig. 

Gabe es namlich zwei verschiedene Entwickelungen der Form F, 
welche nacb Potenzen von (UX) fortschreiten und Normalformen als 
Coefficienten haben, so konnte man die Differenz bilc^n, und erliielte dann 
eine ebenso beschaffene Entwickelung der Null. Wenn nun in dieser 
Entwickelung kein Coefficient den Factor (UX) hat, so kann man 
schliessen, dass sammtliche Entwickeluftgscoefficienten den Werth Null 
haben, dass es also auch nicht zwei verschiedene Entwickelungen von 
.Fgeben kann. Denn dann kann man U und X so wahlen, dass (UX) 
gleich Null wird, und damit alle spateren Glieder derReihe verschwinden, 
das erste Glied aber von Null verschieden bleibt. Dies gibt eine 
widersprechende Gleichung; es muss also das erste Glied identisch 
Null sein. Jetzt kann man mit (UX) dividiren, und nun ebenso 
zeigen, dass das zweite Glied identisch verschwindet, u. s. f. Es bleibt 
also nur noch einzusehen, dass eine Normalform niemals den Factor 
(UX) haben kann. 

Nehmen wir an, es gabe eine Normalform F — (UX) 1 (BX) m ~ l 
( UP ) n ~ l , worm l > 0, und worin die Form (B X) m ~~ l (UP) n ”~ l keinen 
Factor (UX) mehr haben mag. Dann erhielten wir auf der linken Seite der 
Gleichung (1)’ identisch Null. Ware nun auf der rechten Seite m — l = 0, 
oder 71 — 1 = 0, oder (JBP) (BX) m ~ l ~~ x (jjpy—i — i identisch gleich Null, 
so wurde sofort auch das identische Verschwinden von(BX) m -~ f, (UP) n '~ \ 
und damit von F folgen, da l > 0, m + n — l + A — 1 > 0, und (UX) 
nicht identisch verschwindet. Triite aber keiner der genannten drei 
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Falle ein, so wiirde folgen, dass {BX) m ~ l {UP) n ~~ l doch noeli einen 
Factor {TJX) hat, entgegen der Yoraassetzung. Es kaim also eine 
Form mit dem Factor {TJX) keine Normalform sein. 

2) Die Coefficienten der Elementarcovarianten G 0 , G 1} G 2J - • sind 
von einander unabiding ig, bis auf die Beschrdnlcung , welclie dwell das 
Bestehen des Gleiclmngssystems AG> — 0 bedingt wird. 

Dies folgt unruittelbar aus der Eindeutigkeit der Reikenentwickel- 
ung. Derm seien G 0 ', G x ', • • • irgend weleke Normalformen mit den- 
selben Ordnungszaklen, wie G 07 6r 1? • • ■ so kann man, indem man an 
Stelle von Cr* die Form G[ setzt, eine Form F mit den Ordnungszahlen 
{m, n) berstellen. Entwickelt man nun diese Form nach ihren Elementary 
covarianten 6r 0 , Cr 1; so miissen dieselben wegen der Eindeutigkeit 
der Reikenentwickelung mit den Formen G 0 r G x • * * zusammenfallen. 

Hieraus ergibt sick eine nicht unwicktige Folgerung: 

Dass die (^ n ^ ~ ^ ^ Bedingungsgleiclmngen AF = 0 von 

einander unabhangig sind. 

Waren sie namlick nickt unabhangig, so wiirde die Normalform 
F q mekr willkiirlicke Constanten kaben, als die Differenz der Constan- 
tenzahlen des Connexes (m, n) und des Connexes {m—l } n—- 1) betragt. 

Dann aber batten die Formen Cr 1? Cr 2 ,-** zusammen weniger un~ 
abkangige Constanten, als ein Connex (m — 1 ,n — 1), was unmoglich, 
da man einen Connex {m — 1, n — 1) in eine nach Formen G 1} 6r 2 , • • • fort- 
schreitende Reike entwickeln kann, und diese Formen nach Satz 2) beliebig 
angenommen werden konnen. Es ergibt sick also die Zahl N der unab- 
hUngigen Constanten einer Normalform {m 9 n) gleick der Differenz der 
Constantenzaklen eines Connexes (m 9 n) und eines Connexes {m — l,n — 1): 

/n\ i \t m 4 * n + * — “ t (m + X — V\ (n-\-X — 2\ 

* ~ r-Li \ % — 2 ) * v x-t y 

3) Hat die Form F = {BX) m {UP) n den Factor ( TJX )* , so ver- 
schwinden in der Beihenentwickelung von F die % ersten Glieder F 0 , 

F l9 -F*~ i. 

Zum Beweise hat man nur F = {BX) m {UB) n = {U X )* {B r X) m ~~ iC 
{UP') n ~~* zu setzen, und links auf die Form (. BX) nt (UP) n , reckts aber 
auf die Form {B'X) m ~~ >i (t/’P') n “ x die Reihenentwickelung anzuwenden. 
Reckts feklen die Glieder mit den Factoren (Z7X) 0 ,* • • (jJX)*""" 1 , also, 
wegen der Eindeutigkeit der Entwickelung, auch links. — 

Die Bedingung dafiir, dass F den Factor {UX) y -, aber nickt den 
Factor ( TJX )*+ x hat, lasst sick so ausdrticken, dass im Falle TJ und 
X nahezu vereinigt liegen, sonst aber allgemeine Lage haben, die 
Grossen F und {UX) x Differentiate gleicher Ordnung sind. Denn dann 
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hat nach dem Satz I cles § 1 niclit allein F clen Factor ( UX ), sondern 
auch noch F, (UX)- 1 ,-- F. (UX)~l*~ l \ niclit aber F. (UX)-*. 

4) 1st die identische Govariante (UX)* m F = (BX) m (UP) 71 
ajjolar, so versclminden in der Beihenentwiclcelung von F alle Glieder 
vom % + l tea an — und umgekehrt 
Es kann namlich die Polare (BP)* (BX) m ~~* (UP) n ~~* yon (UX)* 
in Bezng auf F niclit identisck verschwinden, ohne dass ihre einzelnen 
Elementarcovarianten verschwinden. Diese sind aber, bis auf Zahlen- 
coefficienten, identiseli mit den Formen G X ,G X + i,-*-. 

Dieser Satz ist ein Ausfluss eines allgemeineren Theorems. Wir 
gelangen zur Erkenntniss desselben auf Grand einer Bemerkung, deren 
Inhalt zwar trivial erscheinen wird, aber dock, mit Riicksicht auf spater 
anzustellende Betrachtungen, ausdrucklich liervorgehoben werden mag: 

5) Liisst man in der Entwickelung der Form j? 7 Verihiderlicke und 
Symbole ihre Rolle wechseln, so erhalt man wieder eine Entwickelung 
nach Normalformen. — Dies folgt unmittelbar daraus, dass die Zahlen 
m und n in die Coefficienten und symmetrisch eingehen. 

Ersetzt man also in unseren Reihenentwickelungen die Verander- 
lichen U und X durch die Symbole einer Form (5 == (B'X) n (UP') n \ 
so erhalt man eine Entwickelung der simultanen Invariante (BP') m (B'P) n , 
welche auf zwei verschiedene Arten in eine Gordan’sche Reihenent- 
wickelung ubergefiihrt werden kann — dadurch, dass man die Symbole 
B 1 P und dadurch, dass man die Symbole B' 7 P' durch Coefficienten 
wirldicher linearer Formen ersetzt. Hieraus ergibt sich zunachst: 

6) Ist Wt — (B i X) tl ~~ i (UP) th ~~ l irgend eine Normalform mit 
den Ordnnngsmhlen n — i, m — i, und ist die Form F conjugirt m 
jedem Product von der Form (UX)\ so verschwindet in der Beihen- 
entwiclcelung der Form F die Elementarcovariante ft, und umgeJcehrt 
Das Conjugirt- Sein der Form F zu der Form (UX) 1 (B i X) n ~~ i 
(i UP wird namlich ausgedriickt durch das Verschwinden der In- 
variante 

[F P (uxy uu] = (Bpy(BP l ) m - i (B i py~ i . 

Nehmen wir nun an, dass die Normalform (BiX) n — i ( UP 
als Elementarcovariante eines allgemeinen Connexes (B r X) n (UP') m 
gegeben sei, so erhalten wir an Stelle vorstehender Invariante eine 
Reihenentwickelung, in welcher statt der Symbole B h Pi die Sym- 
bole B', P' auftreten. Diese Symbole dlirfen wir nun durch Ver- 
anderliche Z7, X ersetzen; dann erhalten* wir aber nach 5) gerade die 
Reihenentwickelung der Form ft,*; es ist also ft identisch Null. Um- 
gekehrt kann ebenso aus dem Verschwinden von ft auf das Conjugirt- 
Sein der Form F und der Formen ( UX )*. Wi geschlossen werden. — 
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Bet rack ten wir nun irgend eine der Formen F x = b K (UX) x Gr x 
(x 4 s 0 als Grundform, und wenden auf diese das eben bewieseue 
Theorem an, so gelangen wir zu dem folgenden Satz: 

7) Seien F = (BX) m (UP)’ 1 und <2> = (B'X) n ( UP') m irgend 
sivei Connexe mit dm Ordnmgssahlen (m, n ), begiiglich ( n , m), und seien 

F== 2 F== 2 b> ( ux y Gi > ® = 2 {JJX)i Wi 

deren Entwickelungen nach Elementareovarianten; so ist jedes Glied der 
ersten Eeihe conjugirt zu jedem Gliede der meiten Beihe , mit Ausnalme 
desjenigen , tvelches denselben Index i hat 

Hieraus ergibt sicli endlicli noch der allgemeinere Satz: 

8) Sind die Beihenentwiclcelungen der Formen F und 0 so he- 
schaffen, dass kdne zivei Glieder in beiden Entwickelungen denselben 
Index Jiaben , so sind die Formen F und 0 conjugirt, unabhdngig von 
den Werthen Hirer Coefficienten; mid umgekehrt , ist eine Form F con- 
jugirt m jeder Form 0 , in deren Bcihenentivickelung nur ge-wisse Glieder 
auftreten } so fehlen in der Entivickelung von F die entsjorechenden Glieder. 

Dieses Theorem sehliesst offenbar den Satz 4) ein; denn nehmen 
wir an, dass die Entwickelung yon 0 erst mit dem Gliede beginnt, 
so muss, nach unserem Satze, die Entwickelung yon F mit dem Gliede 
iV_i abbrechen. Dies aber ist der Satz 4). — 

Bezeichnen wir, wie oben, die simultane Invariante {BP') m (B'F) n 
der Formen F und 0 durch das Symbol [F } ®], so haben wir 

(8) [F h 0 J - h b x [( uxy G h (V xy W x ] « 0 (• + x), 

wenn aber i = %, wegen der vorstehenden Gleichung: 

[h(uxyG h ( uxy v,] - [F,(uxyw. f ] 

^{BPy{BP{y n - f (B/P) n - f ^[G h W^ es ist also dann 

(9) [F h ®,] - l? [(uxy G l} ( uxy n - b t [G h 

Auf Grund dieser Bemerkung konnen wir unsere Reikenentwickel- 
ung auch als eine Entwickelung der Invariante [F 7 0 ] schreiben: 

(10) [F,0 \= 2 bi[Gi ’' Fil > 

und dies ist vielleicbit die zweekmassigste (weil 'vollig symmetrisebe 
und allgemeinste) Gestalt, welche man der Gordan’schen Reihe geben 
kann. — 

Schliesslich mag noch ein Satz ausgesprochen werden, welcber 
von der Form handelt, in welcher die einzelnen Entwickelungsglieder 
F 0 , F 1 ... in unserer Reihe auftreten. Es mag genugen, ihn fur die Form 
F 0 = G 0 anzugeben. 
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9) Versclmindet Iceine der Flementarcovarianten G 0) G x , G 2 , • • * 
identisch, so ist auch die in Sate I besprochene Reihenenhviclcelnng der 
Form 6r 0 eindeutig . *— 

Dean dann hat keine der Formen (2?P) 0 , (JBP) U (PP) 2 , **• den 
Factor (Z7X); es kann also ganz wie unter 1) geschlossen werden, 
dass G 0 nickt auf zwei verschiedene Arten in eine Reihe entwickelt 
werden kann, deren allgemeines Glied die Form ct* ( UX )* (B P) x hat. 

Versehwinden dagegen einige der Elementarcovarianten G i} etwa 
G X9 Gx',"' so wird die Reihenentwickelung von F 0 vielgestaltig. Man 
kann diesen Umstand benutzen, urn die Coefficienten yon (UX)*, (UXy\ • • • 
zum Versehwinden zu bringen, und erhalt dann wieder eine eindeutig 
bestimmte Form der Entwickelung. 


§ 4 . 

Die zweite Gordan’sche Reihenentwickelung *), 

Eine ganz ahnliche Reihenentwickelung, wie die ira vorigen Para- 
graphen betrachtete, besteht fiir Formen mit zwei Veranderlichen gleicher 
Art Y und Z oder V und W. 

Bevor wir zu deren Ableitung libergehen, wollen wir, wie in § 3, 
einige Definitionen aufstellen, welche zur Vereinfachung der Aussprache 
der zu entwickelnden Satze dienen sollen. 

Wir bezeichnen zwei Formen F = (AY) m (BZ) n und — ( VP) m 
deren Veranderliche im Falle m = n einander in bestimmter 
Weise zugeordnet sind, dann als „conj%igirt <( , wenn die Invariante 
[F ) 0] = (AP)^(BQY 

den Werth Null hat Unter der „Polare“ einer Form (VP)" 1 * (WQ) fli 
(i n h ^ m > n i ^ n ) hi Bezug auf die Form F verstehen wir die simul- 
tane Covariante 

(APy\ (BQ) Ul (A Y) m ~ M * (BZy~ n ^ 
ist dieselbe identisch Null, so heisst die erste Form zur zweiten „apolar “ . 

Besonders wichtig ist der Fall, wo die erste Form eine Potenz der 
identischen Covariante ( UVW ), also etwa gleich ( UVW) K ist. Die 
Polare dieser Form in Bezug auf die Form F wird: 

D*P = 

also eine lineare Covariante von F. Ist dieselbe Null, unabhangig 
von U, Yj Z , so heisst die identische Covariante ( UVW)* „apolar u zu F . 

*) Mit diesem Paragraphen kehren wir wieder zur Behandlung des besonderen 
Falles eiues Gebietes 3 t( * Stufe (;i = 3) zuruck; die aufzustellenden S&tze lassen 
Bicb ubrigens obne Weiteres auf den aligemeinen Fall ausdebnen, nur werden 
einige Formeln etwas umst’andlicher. 
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„Ist die identische Covariante (UVW) apolar m der Form F 
— (AY) m (B Z) n , so ist F eine Polare einer Form mit einer Verdnder- 
lichen: (NX) m + n — (AX) m (BX) n ; — and umgekehrt“ 

Die Bedingung dafur, dass F eine Polare der Form (AX) m (BX) n 
sei, ist namlicb die, dass man in dem Ausdruek (A Y x ) * • * (AY„ { ) 
(. BZ ',)-•• (. BZ n ) irgend zwei Veranderliehe Y und Z vertauschen konne, 
ohne seinen Werth zn andern; d. h. es muss sein: 

{A Y x ) (A F 2 ) ... (A Y m ) (BZ X ) (BZ,) • - - (BZ n ) 

= (AZJ (A r 2 ) ■ • - (A Y m ) (B Y x ) (BZ,) - . • {BZ n \ 

Diese Bedingung ist aber gleicbbedeutend mit der anderen: 

(a y ± ) (A rr- 1 (bz x ) (szy- 1 = (az x ) (a y)™- 1 (b y x ) (, Bzy 

Oder mit 0 = {(AY X ) (BZ X ) - (AZ X ) (BY,)} ( AY )*-* (BZy~ l 
oder mit 0 = (ABU) (A Y)™" 1 (BZy- 1 = DF. 

Setzt man in der Form D*F die Yeranderlicben Y = Z = X, so 
erlialt man eine Normalform , wie man sich sofort iiberzeugt. 

Wir bezeiclmen die Reibe dieser Normalformen: 

a 0 = (Nxy*+* = (N 0 x) m + n — (Axy* (Bxy 

G x — (M X U) (N x xy«+«- 2 = (AB U) (Axy - 1 ( Bxy - 1 

g, = (M,uy (N,xy»+ n ~* = (ar uy (j.xy-*(Bxy-* 

als „Elementarcovariantm u von F] unter der „mgehbrigen Form iC einer 
solchen Normalform versteben wir in unserem Zusammenbang die 
Covariante 

Fi = a ( MiYzy (NiYy-t (NiZy-t, 
wo fit einen noch naber zu bestimmenden Zablencoefficienten bedeutet; 
und ahnlich wollen wir, um den nachstebenden Satz einfacb ansdrticken 
zu konnen, unter der mg eliorigen Form der Form B y F fur einen Augen- 
blick die folgende verstehen*): 

(ABYZy (. A Y) m ~ y 

- {(AY)(BZ) - (AZ)(BY)}*(AYy-*(BZy-*. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun den Satz aussprechen: 

I. Die Polare (. NY) m (NZ) n der ersten Elementarcovariante 
(NX) m + n der Form F Idsst sich in eine Reihe entwickeln, derm all - 
gemeines Glied (bis auf einen Zahlencoeffieimtm ) die mgehorige Form 
der Polare D y F von (UVW)* in Bemg auf F ist 

*) Ick glaube mich dieser Ausdrucksweise in Ermangelung einer besseren 
bedienen zu diirfen, da der Ausdruek „zugehorige Formen“ jetzfc wohl von Nie- 
mand mehr im Sinne von „Invarianten und Covarianten u gebrauebt wird, wie 
es friiher tiblich war. 
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Gelingt es tins namlich, auf der rechten Seite der Gleichung 
(NY)‘"(NZy =2a x {(AY) ( BZ ) - (AZ) (BY ) } - (AT)*— (BZ)—* 
die Verhaltnisse der Constanten a x so zu bestimmen, dass die Anwen- 
duug der Operation D identisch Null liefert, und nebmen wir ausser- 
dem ct 0 — 1, so stellt diese Gleichung wirklich eine fur alle Werthe 
von Y und Z riehtige Identitat dar. Denn die rechte Seite wird dann 
nach dem obigen Satz eine Polare, und zwar eine Polare der Form 
(AX) m (BX) n = (NX) m+n , da sie durch die Substitution Y — Z — X 
in diese Form ubergeht. Nun ist aber 

mn D { (A F) (BZ) - (AZ) (BY))' (AY)™-' (BZ)”— 1 
^l(m + n-l+l) {(AF) (BZ) - (AZ) (BY) } 

Cl) j .(AY)— t (BZ)— 1 (ABU) 

+ (m -T)(n-T){ (AY) (BZ) - (AZ) (BY) } ‘ 

. (AY)” 1 -'- 1 (. BZ)”-'- 1 (AB V) 

also 

2a x mnD {(AY) (BZ) - (AZ) (BY) } * (AF)" ,_ * (BZ)”-’' 

= S{(j£ + 1) (m + m — x) d K+1 -f (m — x) (n — x) a*}. 

. (AB V) {(AY) (BZ),- (AZ) (BY)}* (AY)™-*- 1 (. BZ )—K 
Dieser Ausdruck verschwindet identisch, wenn jeder einzelne Coeffi- 
cient gleich Null ist; man erhalt mithin fur die Coefficienten a* eine 
Recursionsformel, welche aus der des vorigen Paragraphen durch die 
Annahme 1 = 2 hervorgeht, und daher als Wertli von a x die Grosse 

ft) ft 

00 «.-(-»■ 

liefert. 

Fiihrt man in der aufgestellten Reihenentwiekelung links an Stelle 
der Symbole N ebenfalls Symbole A und B ein, und bildet nun die 
Polare nach bekannten Regeln, so erhalt man eine Identitat, die auch 
dann noch richtig bleibt, wenn man die symbolischen Factoren (A F), 
(AZ), (B F), (BZ) durch ebenso viele beliebige Grossen ersetzt; und 
wir hatten offenbar die Coefficienten a x aueh auf Grund dieser Be- 
merkung bestimmen konnen. Wir haben aber hiervon abgeselien, urn 
die Analogie mit den Entwickelungen des vorigen Paragraphen fest- 
zuhalten, wo eine ahnliche Vereinfacliung nicht moglieh ist. — 

Ebenso, wie (NY) m (NZ) n , die zugehorige Form der Elementar- 
covariante (NX) m + n , lasst sich aber auch die zugehorige Form B\ der 
Elementarcovariante (M t U) 1 (NiX) m + n ~ u in eine Reihe entwickeln, 
welche nach zugehbrigen Formen der Covarianten B’+ y F fortschreitet. 
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Denn zunachst hat man, auf Grund des Satzes I, fur die Polare 
(MiTJJ (NX)™-* (NiZy-i der Form (MM) (NX :)*»+—« die Ent- 
wickelung: 


(Ml uy (N Y)™-' (NiZy-t — (AB uy. 

(3) 'STT 

-2s *-* K^ 7 ) C Bz ) - ( AZ ) C 87 )}* (AY)*-*-* (Bzy-*-*, 


wo 

( 4 ) 


CCix = 


(- 1 )” 


CrH-r) 

/ m + n — 2 A 


Hier hat man aber nur U= YZ zu setzen, d. h. links (. MiYZ ) 
an Stelle von (Mi V) } und rechts (A Y) (BZ) — - (AZ) (B Y) an Stelle von 
(ABU) zu schreiben, um die fragliche Entwickelung zu erhalten. 

Aus diesen letzteren Entwickelungen setzt sich nun die Grund- 
form selhst wieder in linearer Weise zusammen, genau so wie die 
Connexe F des §3 aus ihren Covarianten F 0) F l7 ,..: 

II. Jede Form F — (A Y) m (BZ) 71 lasst sich in eine Reihe ent~ 
wiclceln, welche nach zugehorigen Formen Hirer E lemen tarcovar ianten G, 
fortschreitet 

Die Reihe lautet, mit Beibehaltung der oben eingefuhrten Be- 
zeichnungen: 


(5) F = ZFi = (Mi YZ) 7 (Ni Yf (NZy-% 


wo 

(«) 


ft- 



(m + n — i -|- 1 


)’ 


und die Ausdrucke fur die Formen ( MiYZ )' (N, Y') m ~' (N i Z) n ~ i den 
Formeln (3) und (4) zu entnehmen sind. 

Von dieser Entwickelung ist nun ganz Aehnlich.es zu sagen, wie 
von der des § 3: 

1) Die Beihenentwiclcelimg II ist eindeutig; oder: Man kann die 
Null nieht in eine Reihe entwickeln, welche nach zugehorigen Formen 
von Normalformen fortschreitet. Gabe es namlich eine Entwickelung 
von der Form 


0 = (N 0 Y) m (. N 0 Z) n + (M.YZ) Y) m ~ l (N.Zy- 1 

+ (M,YZf (N 2 Y) m ~ 2 (N s Zy~> + 
wobei (M, IPf (NiX ) m + n ~ ' irgend eine Normalform bedeutet, das erste 
Glied also insbesondere eine Polare der Form (N 0 X) m + n ist, so er- 
hielte man eine widersprechende Gleichung, sobald man Y — Z setzt, 
ausser wenn das erste Glied Null ist. Es muss also das erste Glied 
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identisch verschwinden. Nun wende man auf den Rest der Reihe 
die Operation D an (Formel (1)), und setze nachher wieder Y = Z. 
Dann folgt (M l U) (N 1 X) m+n ~ 2 = 0, es verschwindet also auch das 
zweite Glied der Reihe; u. s. f. Ebenso ergibt sich der wichtige Satz: 

lb) Das identische Verschwinden der sugehorigen Form F { einer 
Elementarcovariante G, von F mht das Verschwinden der Elemental 
eovariante seTbst nach sich. 

Man erhalt namlich nach Formel (1) dureb i-malige Anwendung 
der Operation D auf die Form F { eine Summe von Gliedern, welehe 
sich auf ein Vielfaches der Form G- t reducirt, sobald man nachtraglich 
Y — Z = X setzt. 

Auch der Satz lb) hat sein Analogon in der Theorie der Reihen- 
entwiekelung des § 3. Wir brauchten jenen Satz jedoeh nicht aus- 
drucklich hervorzuheben, da er selbstverstandlich ist. 

2) Die Coefficienten der Elementarcovarianten G 0 , G X) G%, ... smd 
von einander unabhangig, bis auf die Beschrimhung , welehe durch das 
Bestehen des Gleichungssystems /JG t = 0 (i = 1,2,...) bedingt tvird. 
— Beweis wie in § 3, Nr. 2. 

3) Kami die Form F= (AY) m (BZ) n mit eimm Factor vom 
Typus (PYZ) X geschrieben werden, so verschwinden die x ersten Ele- 
mentarcovarianten G 0 , G u ... G x - 1 (und mit ihnen die x ersten 
Gliede r der Beihenentwickelung von F). 

Man beweist dies sofort durch wirkliche Bildung der Formen 

G 0) G t , ... G x - 1. 

Die Bedingung dafur, dass F mit einem Factor vom Typos 
(PYZy geschrieben werden kann, ist die, dass im Falle I r und Z 
benachbarte, aber sonst allgemeine Lage haben, F und (XYZ) y 
Differentials gleieher Ordnung sind; wobei vorausgesetzt wird, dass 
der Punkt X der Yerbindungslinie von Y und Z nicht benachbart 
liegt. Setzt man namlich Z= Y-j- IY, so mussen in der Ent- 
wickelung von F nach Potenzen von 1 die Coefficienten von 1°, l 1 , ... V 1 
fehlen, wie es auch in der Entwickelung von (XYZ)* = X* (X YY)* 
der Fall ist. Daraus folgt aber sofort das Verschwinden der x ersten 
Glieder in der Entwickelung (3). 

4) Ist die identische Covariante ( UVW)* zu F — (AY) m (BZ) n 
apolar, so verschwinden die Elementarcovarianten G Xf G x + 1 , .. .; die 
Beihenentwichelung von F bricht also mit dem x ten Gliede ah — und 

umgekehrt. 

Es kann namlich die Form 

(ABU)* (A Y) m ~* ( BZ) n 
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in welcher wir Sunaehst nur Y und Z als Veranderliche betrachten 
wollen, nicht identisch verschwinden , ohne dass ilire Elementar- 
covarianten: 

(ab uy (a Buy (AXy*-*- 1 (Bxy-*~ i 

identisch Null sind; und zwar muss dies unabhangig von U geschehen. 
Die vorstehende Form ist aber eine Polare der Elementarcovariante 

G x+l = (AB uy+ l (Axy-*~ l (BX)*-*- 1 , 

welche mithin ebenfalls Null ist. 

5) Lasst man in der Entwickelung der Form F Veranderliche 
und Symbole ihre Rolle wechseln, so erhalt man wieder eine Ent- 
wickelung nach zugehorigen Formen von Elementarcovarianten. 

Diese neue Entwickelung ist jedock nicht von gleicher Art, wie 
die urspriingliche, sondern gehort der dualistisch gegenuberstehenden 
Klasse an: Punkte und Linien, Liniensymbole und Punktsymbole haben 
gleichzeitig ihre Rolle vertauscht. Sie lautet: 

© = {VP) m = \{Vt){WQ) - ( WP ) (VQ))K 

■ 2* at, {{vf)(wq) - {WP) {VQ)}* • {vpy»---*{wqy-i-*. 

Fiir die Elementarcovarianten der Form 0 flihren wir die fol- 
genden Bezeichnungen ein: 

w 0 = (m uy+ n — (W 0 uy+* = (jjpy (uqy 
w x = (yn x x) (a \uy+*-* = (pqx) ( upy — 1 (UQy- 1 

W 2 = (%Xf (aK 4 J7)"»+*“ 4 — {PQXf (UP)"'” 2 (UQ)'~* 


Als , ; zugehorige Form“ einer solchen Form bezeichnen wir 
jetzt natiirlich die Form 

c>i = ft (si * vwy (SJtiVy-' (WiWy-i. 

Es gilt nun der Satz: 

6) Ist W L = ($Jt i U) m+n ~ m * i irgend eine Normalform , ferner 

0, = ft (% V Wy (ySftiV) 171 — 1 (3ft* wy- 1 deren mgehorige Form , nnd 
ist die Form F = (AY) m (BZ) n eonjugirt m 0 % , unabhangig von den 
Werthen der Goefficienten von Wi , so verschwindet die Elementarcovariante 
Gi von F 7 und umgekehrt 

Das Conjugirt-Sein der Formen F und 0 { wird ausgedriickt 
durch das Verschwinden der Invariante 

[F, 0 t ] - ft (9 ftiABy (muy-i (m t By-\ 

Study, Teraare Eormen, 5 
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Denken wir uns nun die Form als Elementarcovariante einer 
Form 0 gegeben, so wird auf Grund der Formel (3) ? oder vielmehr 
der dualxstisch gegeniiberstehenden Formel die vorstehende Invariante 
gleicb dem Ausdruck 

Pi 2! a n {{AT) ( BQ ) - (BP) (. AQ)}’+ 1 (AT)" 1 -*- 1 (BQ)”-*- 1 . 

Die Coeffieienten der Form 0 sind jetzt vollig unabhangige 
Grossen; wir diirfen daher die Symbole P und Q in vorstebendem 
Ausdruck durcb Veranderliehe Y und V ersetzen; dann aber erhalt 
man gerade das i -f- l te Glied der Entwickelung von F. Wie unter 
lb) gezeigt wurde, ist die gefundene Bedinguug gleicbbedeutend mit 
dem Yerschwinden der Form Gy. 

Nebmen wir nun eines der Entwickelungsglieder F { von F als 
Grundform, und wenden auf dieses den eben bewiesenen Satz an, so 
ergibt sicb als Folge der Eindeutigkeit der Entwickelung von F 
der Satz: 

7) Seien 

' F — EF f 0 = E0 { 
die Beihenentwickelungen irgend rneier For men: 

f — (a jy (Bzy, 0 — ( vpy ( WQy 

nach mgehorigen Formen Hirer Elementarcomnanten (Gy, W f ); so ist 
jedes Glied der crsten Beihe conjugirt m jedem Gliede der sweiten Beihe, 
mit Ausnahme desjenigen, welches denseTben Index i hat. 

Hieraus ergibt sicb weiterhin ein Theorem 8), welches vollig 
. gleichlautend ist mit dem Theorem 8) des § 3. An Stelle der Formeln 
(8), (9), (10) des vorigen Paragraphen aber treten diese: 


(8) 

{Fj) 0 y ) = 0 (i =j= x) 

(9) 

[F, 0,] = pi[G,-, V<] 

(10) 

[F, 0] - 2? ft [G { , V,]. 


Die Formel (9) sagt aus, dass die zugehorigen Formen zweier ent- 
sprechender Normalformen Ft, 0i immer dann conjugirt sind, wenn 
die Normalformen selbst conjugirt sind. 

Auch das Theorem 9) findet sich vollig gleichlautend wieder. 

Wir brecben hier die Tbeorie der Reihenentwickelungen ab, um 
uns zu einigen wichtigen Anwendungen der bis jetzt gewonnenen Er- 
gebnisse zu wenden. Wir werden indessen spater Yeranlassung nehmen, 
noch einmal auf diese Reihen zuruckzukommen. 
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§ 5. 


Zweiter Fundamentalsatz der symbolischen Methode. 


Mit Hilfe der Reihenentwickelungen des § 3 und § 4 gelingt es 
sofort ; aus einem symbolischen Producte 

(. AX) 1 11 (B Y) m (CZ)™, 

von welchem man weiss, dass es den Factor (XYZ) m enthalt, diesen 
Factor abzuscheiden. Entwickelt man namlich zunaehst nur in Bezug 
auf die Verander lichen Y \ Z , so muss naeh § 4, Satz 3) diese Reihen- 
entwickelung sich auf ihr letztes Glied reduciren; man erhalt also 


q-fi {(^10 (CZ) - (BZ) (GY)}-. 

m ) 

Entwickelt man nun die Form (AX) m (. BGU ) m , so muss auch 
diese Entwickelnng naeh § 3 ; Satz 3) sich auf ihr letztes Glied redu- 
ciren; man erhalt also fur sie den Werth 


mithin : 

(i) (Axy{BY) m {czy 


(”i a ) 


(VXt" (jLBOy, 




IXYZy-tABCy. 


Der zweite Factor dieses Products ist, bis auf einen Zahlen- 
coefficienten, die m te Potenz des symbolischen Factors (ABC). 

Auf Grund dieser Bemerkung gelingt nun der Beweis des funda- 
mentalen Theorems: 

1. Jede game Invariante einer leliebigm ZaU von Unearen Formen: 
(P V), (Q F), (RV),... (. A Y), (B Y), (GY), . . . 


ist eine game Function von Invar ianten, welche den drei Typen an - 
gehoren: 

(PQR), C AP ), (ABC ): «*) 

Eine ganze Invariante ist eine Function der Coefficienten A ? -, Bi , . . . 
Pi, Qi, der gegebenen Formen, welche dem Gebiet I angehort, und 
die Eigenschaft besitzt, naeh Ausfiihrung einer allgemeinen linearen 
Transformation einen Factor anzunehmen, welcher eine Potenz der 
Transformationsdeterminante ist (§ 1). 

Wir denken uns nun die lineare Transformation durch das Glei- 
chungssystem gegeben: 

5 * 
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7, = X,Z + X/F 3 + X"% 

(2) y 2 = + X 2 '7 2 + X 2 "T 3 

r 3 = z 3 r 1 + x 3 '^ + x 3 "T 3 , 

und bezeicbnen die Formen, welcbe durcb dieselbe aus den Formen 
(AT), (JPV) hervorgehen, mit (AT), (TV). 

Dann bat man: 

(3) (AY) - (AX)% + (AX')% + (AX")Y S = (AY), 

und, auf Grand der Formel (3) des § 1: 

(4) A(PV)*= (PXX") V\ + (XPX") % + (XX P) V 3 — A (PV), 

wenn 

4 = (m") = i x l x t 'x," | 

die Determinante der Transformation bedeutet. 

Bilden wir jetzt die vorgelegte Invariante als Function der Coef- 
ficienten der transformirten Formen (A Y), (B Y), . . . (P V), . . ., so 
wird sie gleich einem Bruehe, dessen Zahler eine ganze Function der 
Grossen 

(AX), (AX'), (AX")- (BX), . . (PX'X"), (XPX"), . . 

homogen in X , X', X" ist, und dessen Nenner eine Potenz von A 
ist. Der Zahler dieses Ausdrucks zerfallt aber in das Product einer 
Potenz von (XXX"), und eines zweiten, von den Grossen X freien 
Factors, der urspriingliehen Invariante. 

Identifieiren wir nun den Zahler mit der linken Seite der Glei- 
chung (1), so erhalten wir recbts bei Ausfuhrung der Entwickelung 
statt des Factors (AB C) m eine ganze Function der Invarianten (PQB), 
(AP), (ABC)] was zu beweisen war. — Uebrigens ist hiermit nicht 
allein gezeigt, dass eine jede Invariante in symbolischer Form dar- 
stellbar ist, sondern zugleich auch ein Weg angegeben, auf dem man 
von einer unsymbolischen Form einer Invariante zu deren symbolischer 
Darstellung gelangen kann. 

Die Factoren (ABC) und (AP) erhalten bei Ausfuhrung unserer 
Transformation den Factor A, die Factoren (PQB) den Factor A 1 -, 
woraus sich auf’s Neue eine friiher gemachte Bemerkung ergibt. 
(§ 1, S. 33. 34.) 

Durch das Theorem I, in Yerbindung mit dem Theorem I des 
§ 2 ist die symbolische Darstellung aller ganzen Invarianten ihrer 
allgemeinen Form nach gekennzeichnet, sowie zugleich ein Hilfsmittel 
gegeben, um solehe Invarianten in unbegrenzter Zahl zu bilden. Sie 
erscheinen in Gestalt symbolischer Producte miif Factoren, welche 
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einem der Typen (ABC), (AP), ( PQB ) angehoren. Solche Factoren 
entstehen nun durch Anwendung der Operationen 27, P, TC auf Producte 
der Form (AX)^(BY)^(CZ)^, (AX)>»(UPy, (UP)^(VQ)^(WB)^ 
und nachherige Division durch ganze Zahlen (S. 23); umgekelirt kann 
man sich auch jedes symbolische Product von Factoren jener drei 
Typen durch wiederholte Anwendung dieser Differentialprocesse ent- 
standen denken, sofern man sich nur entschliesst, die Grundform 
nothigenfalls mehrere Male in verschiedenen Veranderlichen zu schreiben. 
Wir konnen daher den Fundamentalsatz I in seiner Anwendung auf 
beliebige Formen auch so aussprechen: 

IL Able gamen Invarianten beliebiger Ontndformen entstehen aus 
diesen durch wiederholte Anwendung der Processe 

8 >_ j j 

fu, 8V, dw.,\> 

P = f a 3 f 3!_ 

dX t dX^dU^ dX 3 dU 3 > 

und der elementaren Bechnung soper ationen der Addition und Multi- 
plication, sowie der Division durch game Zahlen . 

Eine wesentliche Yoraussetzung fur die Giiltigkeit des Theorems II 
in seiner Ausdehnung auf Formen von hoherer als der ersten Ord- 
nung liegt darin, dass die Coefficienten der Grundformen als unbe- 
schrankt veranderliche Grossen gelten konnen. Denn hierauf beruht 
ja die bei der Ableitung verwerthete Ersetzung einer ganzen homogenen 
Function der Coefficienten der Grundformen durch eine ebensolche 
Function der Coefficienten linearer Formen, und die dadurch ermog* 
lichte Zuruckfuhrung des Theorems II auf das Theorem I. Bilden 
wir eine ganze homogene Function der Coefficienten einer Covariante 
der Grundform, und verlangen von ihr die Invarianteneigenschaft, so 
wird auch diese Function als ein symbolisches Product jener drei Factoren 
darstellbar, geschrieben in Symbolen der Grundform. Da aber die 
Coefficienten einer Covariante im Allgemeinen nicht als unabhangige 
Grossen gelten konnen, so folgt keineswegs, dass diese Function auch 
als ein symbolisches Product mit Factoren (ABC), (AP), (PQB) 
geschrieben werden kann, deren Symbole jener Covariante angehoren. 
Oder anders ausgedriickt: Es kann nicht geschlossen werden, dass die 
Eigenschaft %iner Invariante, in ihrem Ausdruck die Coefficienten der 
Grundform nur verbunden als Coefficienten einer gewissen Covariante 
zu enthalten, immer auch durch die symbolische Schreibart sichtbar 
gemacht werden kann. Indessen ist die genannte Eigenschaft eine rein 
formale, und daher von geringer Bedeutung. In jedem Falle, wo eine 
Invariante, die nicht mit Symbolen einer gewissen Covariante geschrieben 


27 = 


8X x 8 r 2 dz 3 


, n r = 
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werden kann, dennoch eine ganze Function der Coefficienten dieser 
letzteren ist, wird man die darans fliessende Eigenschaft der Invariante, 
zugleich mit jener Covariante zu verschwinden, immer auch ohne Be- 
nutzung jener Thatsache ableiten konnen. — 

1st hiernach die von uns in den Begriff der ganzen Invariante 
eingeschlossene Unabhangigkeit der Coefficienten der Grundformen von 
einander eine wesentliclie Voraussetzung der Schlfisse, auf welchen 
die Herleitung des Theorems II beruht, so gibt es doch eine grosse 
Klasse von Fallen, in welchen diese Voraussetzung nicht erfdllt ist, 
das Theorem II aber trotzdem gilt: 

III. Das Theorem II ble’ibt auch dann nodi richtig , ivenn man an 
Stelle der unbeschrdnkt veranderlichen Grundformen solche Formen {mit 
mehreren Veranderlichen ) setzt, deren Coefficienten durch die Fordening 
des Verschtvindens linearer Covarianten aneinander gebunden sind. 

Diese wichtige Verallgemeinerung des Theorems II beruht auf 
einem Satze, dessen Beweis wir, um den Zusammenhang nicht zu 
unterbrechen, an eine spatere Stelle verschieben wollen (§ 8), wo- 
selbst wir ihn natfirlich unabhangig vom Satze III ffihren werden. 
Derselbe besagt, dass man eine jede Form F der genannten Art (noch 
auf unendlich viele Weisen) als lineare Covariante einer anderen 
Form F x darstellen kann, welche dieselben Ordnungszahlen hat, wie 
F ', deren Coefficienten nun aber unabhangige Grossen sind. F geht 
dann aus F t wieder dadurch hervor, dass man nachtraglich die Be-* 
dingung des Verschwindens einer Anzahl von linearen Covarianten 
hinzuffigt. Sei nun J eine ganze homogene Function der Coefficienten 
von F mit Invarianteneigenschaft, oder wie wir nach I, § 4, S. 20 
sagen, eine ganze Invariante von F } so konnen wir nach diesem Hilfs- 
satze aus J sofort eine ganze Invariante J x der Form F x herleiten, 
indem wir eben die Form F als Covariante von F x auffassen. Diese 
Invariante J t ist nach Satz II symbolisch darstellbar. Sie geht wieder 
in J fiber, wenn man nachtraglich jene Covarianten gleich Null setzt; 
hierdurch aber wird die symbolische Schreibart nicht aufgehoben. 

Der Fall, von welchem hier die Rede ist, tritt zum Beispiel ein, 
wenn F eine Normalform ist. Wir haben also insbesondere auch ge- 
zeigt, dass die ganzen Invarianten von Normalformen immer dar- 
stellbar sind durch symbolische Producte mit Factoren der Typen 
{ABC), {AP), {. PQB ). 

Die Satze II und III handeln von den auf die Veranderlichen be- 
zfiglichen Processen, durch welche die verschiedenen Invarianten 
beliebiger Grundformen aus diesen letzteren entstehen. Man kann 
aber auch durch Differentiation bereits vorliegender Invarianten nach 
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den Coefficienten der Grundformen unmittelbar neue Invarianten her- 
leiten, ohne zu den Grundformen selbst zuriickzukehren. Wenn nun 
auch solche Operationen zur Bildung der Invarianten, und zur Er- 
forschung der zwisehen ihnen bestehenden Identitaten nicbt erforderlicb 
sind, so sind sie doch in vielen Fallen von Nutzen, wie scbon das 
einfachste Beispiel, der wicbtige Aronhold’sche Process zeigt. Kann 
man nun auch diese allgemeineren Processe in ersehopfender Weise 
ebarakterisiren? Wir sehen uns ausser Stande, diese Frage zu be- 
antworten. Dagegen lasst sicb etwas Allgemeines aussagen, wenn man 
das Problem anders stellt, und nacb den Differentiationsproeessen fragt, 
welchen an sich die Invarianteneigensehaft zukommt; also nacb Pro- 
cessen von der Art, wie wir sie im Satze IY des § 2 kennen gelernt 
baben. Es mag geniigen, den folgenden Satz zu formuliren: 

IV. Sei 0 ein invarianter Differentiationsprocess , dargestellt dwell 
eine analytische Function der Coefficienten der von einander mab- 
lidngigen Formen F, F t ... F r , ferner der 0 te “ ... lc Uu partiellen Dif- 
ferentialquotienten einer anbesUmmten analytischen Function § der 
Coefficienten von F; so ist 0 eine Function von gansen simultanen 
Invarianten der Evectanten § (0) . . . $(*) von g, ferner der Formen 
F, F 1 ... F r . 

Oder, wenn wir mgleicli auf das „Gebiet“ Biicksicht nehnen, welchem 
die Function 0 angehort: 

Per Process 0 (§) Icann erseugt warden durch wiederholte An- 
wendung des Evedantmprocesses und der Processe 17, P, II', ferner 
der elementaren Bechiungsoperationen, welche in dem die Function 0 
enthaltenden Gebiete sulassig sind. 

Es tritt also zu den auch sonst zu verwendenden Operationen 
nur der eine Evectantenprocess binzu. Ist z. B. 0 eine ganze Function 
ibrer Argumente, so kann jeder Process 0 ($) so hergestellt werden: 
Man wendet auf die Function % zuerst mehrmals den Evec- 
tantenprocess an, auf die so erbaltenen Formeu = $, § (1) . . . $ (i:) 
und die Formen F,F 1 ... F r (die alle in versebiedenen Veranderlichen 
zu sebreiben sind) hierauf die Operationen der Addition, Multipli- 
cation, sowie der Division durcb ganze Zahlen, endlieb die Processe 
77, P, II' in beliebiger Combination. 

Zunacbst konnen wir die Differentialquotienten von § durch die 
mit geeigneten Zahlenfactoren multiplicirten Coefficienten der betref- 
fenden Evectanten ersetzen. Dadurcb verwandelt sicb 0 in eine analy- 
tische Function der Coefficienten der Formen g (0 > . . . % (x) , F,F 1 ... F r . 
Da wir wissen, dass der Evectantenprocess gegeniiber linearen Trans- 
formationen invariant ist, so konnen wir das Theorem II in Yer- 
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bindung mit den Satzen des ersten Absehnittes anwenden, und haben 
damit den Satz IY bewiesen — vorausgesetzt nur, dass zwiscben den 
Coeffieienten der Forrnen F, F x ...F r keine anderen Ee- 

lationen bestehen, als wir im Satze III zugelassen haben, Diese Vor- 
aussetzung trifft nun in der That zu. Da wir namlich die analy- 
tisehe Function $ keiner Beschrankung unterworfen haben ; so werden 
wir die Werthe ihrer Differentialquotienten als von einander so- 
wohl, wie von den Werthen der Coeffieienten von F 7 F 1 ...F r unab- 
hangige Grossen ansehen konnen. Darin liegt, dass die Coeffieienten 
jeder der aufgezahlten Forrnen als unabhangig betrachtet werden 
konnen von denen der ubrigen Forrnen. Die Coeffieienten jeder ein- 
zelnen Form sind freilieh nicht von einander unabhangig — es 
ist ja immer eine gauze Gruppe unter ihnen demselben Product aus 
einem Zahlenfactor und einem i ten Differentialquotienten von § gleich. 
Die Beschrankung, der diese Forrnen unterworfen sind, lasst sich aber 
vollstandig dadurch ausdrucken, dass man verlangt, es sollen die ver- 
schiedenen in sie eintretenden Veranderlichengruppen (F^, T {1) ) 
... (F (i) , Y unter einander vertauschbar sein, ohne dass die Form 
dabei ihren Werth andert (S. 41); das heisst aber nichts Anderes als: 
es sollen gewisse lineare Covarianten von ^ verschwinden. — 

Durch diesen allgemeinen Satz IV, den man leicht noch auf 
die Falle ausdehnen mag, wo die Function gf simultan nach den 
Coeffieienten mehrerer der Forrnen F 9 F t ... F r differentiirt wird, 
werden die betrachteten Differentiationsprocesse auf eine gemeinsame 
Quelle zurtickgefuhrt, ahnlich wie durch den Satz II die ganzen 
Invarianten beliebiger Forrnen aus einem gemeinsamen Ursprung 
hergeleitet werden. Indessen haftet dem Satze IV noch eine Unvoll- 
kommenheit an, die der hier entwickelten Theorie im Allgemeinen 
fremd ist. Dieselbe liegt darin, dass wir die Function g als eine 
leliebige analytische Function angenommen haben, nicht aber insbe- 
sondere als eine homogene Function, wahrend doch in unserem Zu- 
sammenhange diese letzteren allein von Interesse sind. Setzen wir 
nun aber fur $ eine ubrigens unbestimmte homogene Function, und 
verlangen nun von der Function 0 die Invarianteneigenschaft, so 
werden wir die Schlusse, durch welche wir zu dem Satze IV ge- 
langten, nicht mehr machen konnen. Es sind namlich jetzt die 
Werthe der Differentialquotienten von % nicht mehr von einander 
unabhangig, sondern es bestehen zwischen ihnen zahlreiche algebra- 
ische Identitaten, die sich aus den Gleichungen des Euler’schen 
Theorems ergeben; wir konnen daher den Satz II nicht mehr an- 
wenden, wir mtissten denn der Function ® ausdriicklich die Be- 
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schrankung auferlegen, dass sie die Invarianteneigenschaft aueh dann 
nocla behalten soil, wenn man in ihrem Ausdruck von jenen Identitaten 
absieht, also die verscbiedenen Eyectanten dureh ebenso viele unab- 
hangige Formen ersetzt. — 


Fur manelie Untersuchungen ist es nutzlieb, den symbolischen 
Factoren, aus welchen sicb eine Invariante oder Covariante zusammen- 
setzt, gewisse, sogleick naher zu definirende Zablen zuzuordnen. Be- 
schranken wir uns auf Invarianten, so geben diese Zablen einfacb an, 
wieviele Symbole in dem betreffenden Factor vereinigt sind; sie sind 
also beziiglich 3, 2, 3 fur die drei Typen (ABC), ( AP ), (PQR). 
Ziehen wir aber aueh Covarianten in Betracht, also solcbe Invarianten, 
in welchen gewisse lineare Grundformen als „Veranderliche“ ausge- 
zeichnet werden, so erscheint eine etwas abweicbende Definition zweck- 
massig. 

Wir bezeichnen als „Gewicht u eines symbolischen Factors die Anzahl 
der in ihm stehenden Symbole der Grundformen , vermindert um die Anzahl 
der in Him enthaltenen Symbole von Veranderlichen*) 

Das Gewicht eines symbolischen Factors ist biernach nicbt mebr 
allein abhangig yon seiner Zugehorigkeit zu einem der obigen drei 
Typen, sondern aueh dayon, wieviele der in ihm auftretenden Symbole 
veranderlichen linearen Formen angehoren. Wir haben im Ganzen 12 
Moglichkeiten, die nachstehend mit den zugehorigen Gewichtszahlen 
verzeichnet sind: 

(UVW) (XYZ) , (TJX) (AW) (FXY) 

— 3 —3 -2 -1 -1 

(AX) (UP) 

0 0 

(ABU) (PXY) (AP) (ABO) (PQR) 

112 3 3 

Als v Gewicht a einer Invariante oder Covariante bezeichnen wir die 
Srnime der Gewichte Hirer einzelnm symbolischen Factoren. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass alle Glieder einer Invariante, 
welche als Summe von anderen Invarianten gegeben ist, das namliche 

*) Bei den binaren Formen bezeichnen wir als „Gewicht u die entsprechende 
Zahl, getheilt dureh zwei, schreiben also den Factoren (xy), (ax), (ab) beziehungs- 
weise die Gewichte — 1, 0, + 1 zn. Mit der hieraus sich ergebenden Definition 
des Gewichtes einer Covariante II (ab) (ax) als der Zahl der Factoren (ab) be- 
finden wir nns zwar nicht in formaler, wohl aber in materieller Uebereinstimmung 
mit der gebrauchlichen Definition. 
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Gewicht haben mussen; mid dass insbesondere eine Gleichheit zweier 
Invarianten nicht bestelien kann ohne Gleichheit ihrer Gewichte. Das 
Gewicht einer Invariante ist also eine derselben zugehorige Zahl, 
ebenso wie der Grad, welche ganz unabhangig ist von der symboli- 
schen Schreibart; man kann sie auch leicht unabhangig dayon de- 
finiren. Das Gewicht einer Grundform ist Null. 

Fiihrt man statt einer oder ruehrer der Veranderlichen neue lineare 
Grnndformen ein, so andert sich im Allgemeinen das Gewicht, aber 
jederzeit um eine geracle Zahl. Wir nennen eine Form „gerade i( oder 
^ungerade “, je nachdem ihr Gewicht gerade oder ungerade ist. Eine 
Form ist gerade oder ungerade, je nachdem die Zahl ihrer Deter- 
minantenfactoren gerade oder ungerade ist. 16 ) 

§ 6 . 

Die symboliselien Identit’dten. 

Durch den Satz I des vorigen Paragraphen ist die Losung der auf 
Seite 47 gestellten Funclamentalaufgabe in ihrer reducirten Form so weit 
gefordert, dass wir in der That das allgemeine Bildungsgesetz einer 
Invariante iibersehen konnen. Hiermit ist indessen das Problem noch 
nicht erledigt. Wir haben zwar eine endliche Anzahl von Operationen 
— die Processe 77, P, 77' — , von welchen wir wissen, dass wir durch 
ihre wiederholte Anwendung auf irgend welche Grundformen alle In- 
varianten derselben und nur Invarianten erhalten. Wie Beispiele lehren, 
gilt aber keineswegs der Satz, dass man eine jede vorgelegte Invariante 
durch diese Processe nur auf eine Weise erzeugen kann — der syrn- 
bolische Ausdruck einer Invariante ist im Allgemeinen vielgestaltig. 
Der Grund hierfiir liegt darin, dass die einfaehsten Invarianten (der 
Typen (ABC), (. AP ), (PQR)), welche in dem System einer Anzahl 
von r linearen Formen vorkommen, nur bei ganz kleinen Werthen von r 
von einander unabhangig sind. Da man nun diese Vielgestaltigkeit 
auf keine Weise vermeiden kann, so bleibt Nichts ilbrig, als Mittel zu 
suchen, um sie vollstandig zu ubersehen, das heisst Kennzeichen an- 
zugeben, um zu entscheiden, wann zwei auf verschiedenen Wegen 
erzeugte Invarianten einander gleich sind, oder, was auf dasselbe hin- 
auslauft, wann eine Invariante den Werth Null hat. Hierbei kann es 
sich nattirlich nicht um eine blose Verification durch wirkliches Aus- 
rechnen handeln, sondern um eine Methocle, die aus dem symbolischen 
Ausdruck STI{(ABC)j ( AP) } (PQR)} einer Invariante selbst heraus 
ihre Eigenschaft, Null zu sein, erkennen lasst. Es kommt also hier 
darauf an, alle moglichen Identitiiten zwischen den ganzen Invarianten 
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(ABC), (AP), ( PQR ) einer unbegrenzten Zahl von linearen Formen 
anzugeben; denn auf eine solcbe Identitat kommt ja nach § 5 jeder 
symbolische Ausdruck, welcher den Werth Null hat, zuriick. Unter 
einer ^Identitat zwischen ganzen Invariantm u (sogenannter Syzygy) ist 
hier, um triviale Falle auszuschliessen, zu verstehen eine ganze Function 
0 gewisser ganzer Invarianten welche selbst eine ganze In- 

variante ist, und identisch den Werth Null hat, aber nicht mehr 
identisch verschwindet, wenn man in ihrem Ausdruck durch 

ebensoviele unabhangig veranderliche Grossen ersetzt. Kennt man eine 
Anzahl solcher Identitaten 0 X = 0 . . . 0 X = 0, so kann man aus 
ihnen neue herleiten , dadurch dass man die Invarianten 0 X . . . 0 X 
unter einander und mit den Invarianten J t ... J r multiplicirt, die Pro- 
ducte mit irgend welehen Zahlencoefficienten versehen addirt, und 
die Summe gleich Null setzt. Wir werden daher die Identitaten von 
der Form 0 = 0 eintheilen konnen in „zerlegbare“, welche auf die ge- 
schilderte Weise aus einfacheren Identitaten entstehen, und „unzerleg- 
bare u , bei welehen eine ahnliche Reduction nicht moglich ist. Da 
eine zerlegbare Identitat eine einfache algebraische Folge von unzer- 
legbaren Identitaten ist, so sagt sie uns nichts wesentlich Neues; das 
ganze Interesse wird sich daher auf die unzerlegbaren Identitaten werfen. 

Wir behaupten nun: 

In dem unbegrenzten System der linearen Formen (U x X) } (U 2 X), 
. . . (UY), (UZ), . . (UX x ), (UX 2 ), . . . (VX), WX), . . . bestehen 
zwischen den elementaren Invarianten der drei Typen (Th Uk TJi ), (U i Xi) 1 
(XiXjcXi) nur die folgenden unzerlegbaren Identitaten : 

I 

A = (XXX) (C/X) - (XXX) [UX 2 ) + (XXX) (UX 3 ) 

— (XXX) (XX) = o 

A'= (X X X) (XX) - (X X X) (XX) + (x X X) (XX) 

— (X X X) (XX) = o 

b =(XXX)(XXX- (XXX) (xrx + (XXX) (x.jz) 
-(XXX) (x 4 rx) = o 

5'=(xXX)(Xrw)- (XXX) (u 2 rw) + (XX X) (u t rw) 

— (X X X) (JJJW) = o 

0 = (XXX) (XXX) - | (XX) (XX) (XX) 1=0, 

geschrieben in beliebigen Symbolen . 

Die linke Seite jeder anderm Identitat J = 0 l cam durch identische 
Umformungen in Theile zerlegt werden , welche einzeln je einen der Aus- 
drucke A ... C als Factor haben; so fern unter einer identischen Vm - 
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formung eine solche verstcmden wird } bei welcher die Invarianten 
(TJtUkUi) — — (UkU t Ui) = ( UiXk ) ... nicM in Hire Bestand- 

theile aufgelosty und wie unabhdngig veranderliche Grossen behandelt 
iverden. 11 ) 

Oder anders ausgedruekt: Wenn eine ganze Function 0 der In- 
varianten ( UiUkUi ), ( UiXk ), ( XiXiXi ) identisch den Werth Null hat, 
so hat sie ihn vermoge der Identitaten A = 0 ... G = 0, ausgenommen 
den trivialen Fall ; wo die Function 0 ihren Werth Null aucli dann 
nock beibehalt, wenn man die Invarianten der linearen Formen 
durch ebensoviele unabkangige Grossen mit 3 ; beziiglick zwei Indices: 

===: ’ ~~ — j • * • ? bik * . • j et/ci * . • ersetzt. 

Zum Beweise betrackten wir in der verschwindenden Invariante 
J zunackst nur zwei Formen gleicher Art, etwa Y und Z als ver- 
anderlick, und wenden die zweite Reikenentwickelung (§ 4) an. 
Die Invariante J kann nun nickt identisch verschwinden, okne dass 
alle einzelnen Glieder dieser Reihe, und mithin auck ihre Elementar- 
covarianten identisck Null sind. Yon diesen Elementarcovarianten 
J 0 , J l7 J 2 , ... entkalt die erste statt der beiden Veranderlicken Y 
und Z nur eine Veranderliche X ; aus ikr entstekt das erste Glied der 
Reikenentwickelung von J durck den Polarenprocess. (§ 4, S. 62.) 
Die ubrigen, J ly J 2 , ... entkalten statt der beiden Veranderlicken Y 
und Z die Veranderlicken X und U y aber diese treten in ihnen in 
einer niedrigeren Gesammtordnung auf. Das % -f- l te Glied der Reihen- 
entwickelung von J entstekt aus J* dadurck, dass man erstens auf 
die Veranderliche X einen Polarenprocess anwendet, durck welcken 
an ihre Stelle die Veranderlichen Y und Z treten, dann U = YZ, 

d. h. u x = y 2 z 3 - y s z 2 , u 2 = y 3 z x - y x z 3 , u 3 = y x z 2 - Y 2 Z X 

setzt, und alle Determinanten (AB U) nach der Formel 
(AB YZ) = (AY) (. BZ ) - (AZ) (BY) 

umwandelt. Die so erhaltene Reihenentwickelung von J ist eine iden- 
tische Umformung, wenigstens so lange man (wie wir es thun) die 
Operation: Zwei Reihen einer Determinante vertauschen, und das ent- 
gegengesetzte Yorzeichen nehmen — auch als eine identische Um- 
formung ansieht. (S. 62.) 

Nun sind zwei Falle denkbar: 

1) Die Elementarcovariante J x verschwindet identisch, indem ihre 
Glieder nothigenfalls mit Reihen vertauschung und Vorzeichenwechsel 
von Determinantenfactoren (BQB), (ABC) einander gegenseitig zer- 
storen; 2) es ist dies nicht der Fall. Dann entwickele man die In- 
variante J x wieder in Bezug auf zwei Veranderliche gleicher Art. 
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Fur jede ibrer Elementarcovarianten J u treten wieder dieselben beiden 
Moglicbkeiten ein; irn zweiten Fall entwickele man wieder, u. s. f. Da 
J jc entweder eine Yeranderlicbe weniger entbalt, als J, oder einen 
niedrigeren G-esammtgrad bat, als J, von J*i aber in Bezug auf J x 
dasselbe zu sagen ist, so ist ersicbtlicb, dass man naeh einer endlichen 
Zabl yon Wiederbolungen dieses Versucbes auf eine Beihe von Formen 
J', J" * . . gelangen muss, welcbe sammtlicb identiscb Null sind, da- 
durcb, dass ibre Glieder sicb gegenseitig zerstoren. Die allgemeine 
Form eines solcben Ausdruekes JW ist 

ZE.Q, 

wo E irgend eine der yerscbwindenden Summen 

(X 1 Z 2 Z 3 ) + (X 1 Z 3 Z 2 ) 5 (U&UJ + (U&UJ 

(ZiZjZg) + (ZaZsZj), (JJJJ&) + {U 3 U 2 U 1 ) 

in beliebigen Indices gescbrieben, bedeutet. 

Aus diesen Ausdriicken ZJEQ geht nun J 7 bis auf Yielfache 

der Grossen fl, wieder dadurcb bervor, dass man wiederbolt den 

/\ /\ 

Polarenprocess und die Operationen U=YZ , X=VW anwendet, 
die Formeln 

( VWYZ ) — (VW.YZ) = (VWYZ) 

= ( V Y) ( WZ) — (VZ) (TFT) 

benutzt, endlicb liber eine Anzabl auf diese Art entstandener Aus- 
driicke die Summe nimmt. 

Wir baben also zu untersucben, was durcb die drei genannten 
Operationen aus den Ausdriicken Z1E.Q entsteben kann. Die Be- 
hauptung ist, dass das Resultat mod. der Ausdriicke E die Form 
EE.B bat, wo E irgend einen der Ausdriicke A, A!, B, B', C be- 
deutet; dies ist der zu beweisende Satz. 

Nun geniigt es offenbar, die aufgefiibrten Operationen statt auf 
die Ausdriicke EE. Q auf die Grossen E allein anzuwenden, da uns 
die Form der aus dem zweiten Factor Q entstebenden Grosse nicbt 
weiter interessirt. Aber auch von den Ausdriicken H braucben wir 
nur einen zu untersucben, da die anderen ganz gleicbartig gebaut sind. 
Nebmen wir diesen: 

(VUW) + (WUV). 

Die Anwendung des Polarenprocesses auf diese Summe gibt nicbts 
Neues: sie wiederbolt sicb nur in anderen Veranderlichen. Dagegen 

gibt die Anwendung der Formeln 2) zwei neue Ausdriicke: Wir er- 

/\ /\ 

halten durcb die Substitutionen 7= X 2 X 3 , W=X Ji X 1 den Ausdruck A, 
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und durch die weitere Substitution U = Y Z den Ausdruck B. Zu ihnen 
haben wir, als durcb die dualistiseb entgegenstebenden Operationen 
entstanden, die Ausdriicke A und B' zu fiigen. 

Wir haben jetzt die namlichen drei Operationen auf die Ausdriicke 
A, A', Bj B' anzuwenden, und zu untersuchen, Was aus ihnen entsteht. 
Die Anwendung des Polarenprocesses liefert wieder nichts Neues, aus- 
genommen in dem besonderen Fall, wo in einem der Ausdriicke B, B r 
zwei der Veranderlichen (etwa X 4 und Z } bez. ? 7 4 und W ) zusammen- 
fallen. Schreiben wir dann an Stelle von B und B' beziehungsweise 
B 0 und B 0 ', wo z. B. 

7? 0 - (Yx t x 2 ) (rx 3 x 4 ) + (rx^s) (rx 4 x 2 ) + (rx x x 4 ) (rx 2 x 3 ), 

so erhalten wir durch Anwendung des Polarenprocesses auf die Ver- 
anderliche Y: 

(yx x x 2 ) (zx 3 x 4 ) + (FXjX 3 ) (xx 4 x 2 ) + (rx t x 4 ) (fx 2 x 3 ) 

+ (FX 3 X 4 ) + (xx^) (FX 4 X 2 ) + (FX,X 4 ) (rx 2 x 3 ) 

={(rx 1 x) (zx.x,) + (Yx t x 3 ) (zx&) + (rx.xj (zx. 2 x 3 ) 

- (TO (YX.Z)} 

+ {(ZX 1 X 2 ) (YX 3 X,) 4- (ZX&) (YX,X 2 ) + (ZX.X,) (YX,X S ) 

- (Iffl (ZX.Y)}, 

d. h., bis auf Vielfache von H wieder eine Summe von zwei Aus- 
driicken B. Wir erhalten also durch Anwendung des Polarenprocesses 
auf B 0 oder B 0 ' keinen wesentlich neuen Ausdruck. 

Dagegen erhalten wir durch Anwendung der beiden anderen 
Operationen einen neuen Ausdruck, 0; z. B., indem wir in A an Stelle 
vonX 4 :Z7 2 E/3 schreiben. Untersuehen wir nun die fiinf Ausdriicke 

A , A', B, B\ G nach derselben Methode, so kommen wir immer nur 
auf Ausdriicke, die sich wieder aus A , A B } B' 7 C modd. H additiv 
zusammensetzen lassen. 

Da namlich der Inbegriff der Ausdriicke A, A', B 7 B r , C zu sich 
selbst dualistisch ist, und die Anwendung des Polarenprocesses nichts 
Neues mehr liefert, brauchen wir zum Beweis der letzteren Behauptung 
nur noch die eine Operation X = VW auf die Ausdriicke J., A ', 

B, B', C anzuwenden. 

Durch Anwendung dieser Operation auf A erhalten wir, wie ge- 
sagt, C ; durch Anwendung auf A ' den Ausdruck J3'; setzen wir in B 

etwa Z — UV , so erhalten wir sofort zwei Theile mit Factoren A . 

... ^ 
Ein etwas verwickelteres Resultat ergibt sich, wenn wir etwa X 4 — UV 

setzen, namlich; 
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(X,X 9 X 3 ) [( UY ) (FX) - (FF) (TJZ)] 

- (Xj YZ) [(77X 2 ) (FX s ) - (FX,) (UX &) ] 

- (X 2 ¥Z) [( UX 3 ) (FXO - (VX 3 ) (UXJ J 

- (X 3 FX) [(£7X t ) TO - TO (£7X 2 )] 

= TO {(x 2 fx) (fx 3 ) - (X 3 fx) (fx 2 ) + (x 2 x 3 f) (fx) 

~(X 2 X 3 X)(FF) ! 

+ (£/X 2 ) { (X„FX) (FXO - (X x FX) (FX 3 ) + (X 3 X x F) (FX) 

-(X 3 X 1 X)(FF)} 

+ (£7X 3 ) {(XjFX) (FX 2 ) - (X 2 FX) (FXO + (IJJ) (FX) 

- (X x X 2 X) (FF)} 

+ TO (77X0 + (X 3 X x X) (£7X 2 ) + (X,X 2 X) (£7X S ) 

— (XjXaXg) (77X) } 

— (FX) {(X 2 X 3 F) (£7X0 + (^O r j TO + (XjX 2 F) (£7X 3 ) 

-(X 1 X 2 X s )(£7F)}, 

also wieder modd. S ein Ausdruck von der Form EAR. 

x\ 

Setzen wir endlich in C: X 3 = VW ; so erhalten wir 

(£7j£7 2 E7 3 ) [(FXO (TFX 2 ) - (TFXJ (FX 2 )] 

+ (£7 1 FTF) [(£7 3 X0 (£7 2 X 2 ) - (£7 2 X0 (£7 3 X 2 )] 

+ (£7 2 FTF) [(E7 x X0 (£7 3 X 2 ) - (£7 3 X0 TO)] 

+ (L\VW) [(£7 2 X0 TO) _ TO) TO)], 

einen Ausdruck, der sick auf die Form EA'R bringen lasst, mit Hilfe 
der Formel, welche der zuletzt aufgestellten dualistisch gegeniibersteht. 

Hiermit ist gezeigt, dass durcb wiederbolte Anwendung des Polaren- 

x\ x\ 

processes, der Operationen U = XY, X = UV und der Formeln (II) 
auf Ausdrucke von der Form ESQ immer nur Ausdrucke von der Form 
EHQ' EER entstehen, und damit ist der aufgestellte Satz bewiesen.r— 
Fiir die Auffassung der symbolischen Rechnungen als einer Gruppe 
rein formaler Operationen erscbeint nocb die Bemerkung von Interesse, 
dass die Ausdrucke EER durch die Umformungen (II) unter ein- 
ander vertauscht werden: ibr Inbegriff ist invariant gegentiber diesen 
Substitutionen. Ersetzt man die Invarianten ( XiXiXi ) durch irgend 
welche Grossen mit drei Indices aai } u. s. w., so besteht zwischen 
diesen letztereu natxirlich gar keine Identitat. Setzt man dann die Aus- 
driicke H gleich Null, adjungirt also die Gleichungen 0, 

so wird die allgemeinste Identitat zwischen diesen Grossen nunmehr 
EH.Q — 0; adjungirt man weiter die Gleichungen (II), so treten zu 
ihnen die Identitaten EE.R — 0. — 
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Es ist niitzlich, zur Vergleichung einen Blicb auf die Ableitung 
des Theorems zu werfen, welches dem Satze dieses Paragraphen in der 
Lehre von den binaren Pormen entspricht. Dasselbe besagt, dass jede 
ganze Invariante J = Eli (ab) der linearen Pormen (ax), (bx), 
welche identisch den Werth Null hat, durch identische Umformnngen 
in Theile zerlegt werden kann, deren jeder einen Factor vom Typns 
(ab) (cd) + ( ac ) ( db ) + (ad) (be) hat — sofern unter einer identischen 
Umformung eine solche verstanden wird, bei der die Coefficienten der 
linearen Pormen nicht aus ihren Verbindungen (ab) — — (ba) ge- 
rissen werden. 18 ) Wendet man nun auf Eli (ab) die Reihenent- 
wicbelung der Theorie der binaren Formen an, indem man zwei der 
Symbole a und b durch x und y bezeichnet — so wird das erste Glied 
dieser Reihe nicht „identisch“ gleich einer Polare, wie bei den ternaren 
Formen; sondern es geht erst in eine Polare iiber unter Benutzung 
der nicht v identischen u Umformung (xy) (a/3) = (ax) (ft y) — (ay) (ftx). 
Es wird also das erste Grlied der Reihe congruent einer Polare modulo 
(ab) (cd) + (ac) (db) + (ad) (be)- allgemein wird das z te Glied der 
Reihe congruent dem Product aus (xy)^ 1 und einer Polare modulo 
(ab) (cd) + (ac) (db) + (ad) (be). Es kann also J = Eli (ab) durch eine 
identische Umformung in drei Theile zerlegt werden von folgenden 
Eigenschaften. Der erste ist eine Polare einer Form J x mit einer Ver- 
anderliehen weniger; der zweite hat die Form (xy).J 2 , der dritte aber 
hat den Factor (ab) (cd) + (ac) (db) + (ad) (be). 

Daraus, dass J nicht verschwinden kann ; ohne dass J x und J 2 
einzeln verschwinden, folgt dann der Satz, bei erneuter Anwendung 
derselben Schlussweise auf die einfacheren Formen J x und J 2 . Der 
Satz fliesst also aus einer anderen Quelle, als der entsprechende Satz 
bei den ternaren Formen. 

Fur binare, wie fur ternare Formen lasst sicli die Stellung des 
gewonnenen Ergebnisses im System dadurch kennzeichnen, dass nun- 
mehr wenigstens theoretisch der Nachweis erbracht ist, dass man 
durch Rechnen mit den elementaren Invarianten linearer Formen, unter 
Zuziehung der zwischen ihnen bestehenden unzerlegbaren Identitaten, 
und mit Anwendung des in § 2 dargelegten Reciprocitatsgesetzes zu 
alien Identitaten gelangen kann, welche zwischen den Invarianten 
beliebiger Formen bestehen; dass also der Inbegriff dieser Rech- 
nungen, die sogenannte symbolische Methode, ausreicht, um alle Auf- 
gaben zu losen, welche in das Gebiet der ganzen Invarianten fallen. 
(Man vergleiche auch Abschn. I, § 5.) Em regelrechtes Verfahren, um 
alle Invarianten mit gegebenen Gradzahlen systematiseh zu bestimmen, 
und alle zwischen ihnen bestehenden Identitaten zu erschopfen, haben 
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wir aber noeb nicbt. Ein solehes wiirde die Erledigung der folgenden 
Fundamentalaufgabe erfordern: 

In dem System beliebiger Formen F t ... F r ein vollstandiges System 
von linear unabhdngigen Invarianten anmtgeben, welchen gegebene Grad- 
mhlen G x ... G r mkommen; und able iibrigen Invarianten mil denselben 
Gradzahlen darch jene auszudriicken . 

Zur Behandluug dieses Problems bedurfen wir einiger Vorbereit- 
ungen, auf die wir im nacbsten Paragraphen eingehen werden. — 

Hier nocb einige Bemerkungen liber das Recbnen mit den Iden- 
titaten A = 0 ... G = 0, sowie nber Identitaten zwiscben ganzen 
Invarianten iiberbaupt. 

Die Identitat (7=0, welche den Multiplieationssatz der Deter- 
minanten vorstellt, ermoglicht es offenbar, in einem symboliscben 
Product mit p x Pactoren des Typus (ABC) und p 2 Factoren des 
Typus (PQR), im Falle p x > 0, p 2 Faetorenpaare (ABC) (PQR) 
wegzuscbaffen und durch Factoren des Typus (AP) zu ersetzen. Die 
nocb ubrig bleibenden (p x — p 2 ) Determinantenfactoren geboren dann 
dem einen Typus, (ABC), an, und lassen sicb durcb symboliscbe 
Recbnung auf keine Weise mebr beseitigen. Die Zalil p x — p 2 ist 
also, abnlicb wie das Gewicbt, eine der Invariante eigentbiimlicbe 
Zabl, welcbe nicbt abbangt von ihrer symboliscben Scbreibart; es ist 
die durcb 3 getbeilte Differenz der Summe der Ordnungszablen und 
der Summe der Klassenzahlen der an der Bildung der Invariante be- 
tbeiligten Grundformen; wobei jede Grundform so oft in Anselilag zu 
bringen ist, als die beziiglicbe Gradzahl der Invariante angibt. (Vgl. 
§ 1, S. 33.) 

Hat man nun zwei Invarianten, mit den zugeborigen Zablen 
p u p 27 Pi?P 2 > und ist p x <p 2 , I >2 <Pi> 80 ergibt sicb sofortder durcb 
seine zablreichen Anwendungen wichtige Satz: Das Product ziveier der- 
artiger Invarianten ist immer ausdriickbar durch andere Formen , namlicb 
durcb solcbe, bei welcben die Differenz der Zabl der Determinanten- 
factoren beider Arten einen numeriscb kleineren Werth bat, als in jeder 
der beiden ursprunglicben Invarianten. 

Die Identitaten A = 0 . . . C == 0 enthalten sammtlicb Determi- 
nantenfactoren. Es gibt indessen aucb Identitaten, welcbe nur Factoren 
vom Typus (AP) entbalten. Setzen wir in der Identitat A — 0 fur U 
der Reihe nach U l7 U 2y ZJ 3 , Z7 4 , und eliminiren dann die Verbaltniss- 
grossen (X 2 X Z X A ) : (X,X±X x ) : (X±X x X 2 ) : (X x X 2 X s ), so erbalten wir 
die einfachste Identitat dieser Art, namlicb 

(III) D= | (U 1 X 1 )...(U i X, l ) |=0. 


Study, Ternara Formen. 
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Naek unserem Satze muss die linke Seite derselben ausdriickbar 
sein durcb A ... G. In der That fin den wir auf dem angegebenen Wege 

n _ m TT rn | (WJ (TOO - (TO (TO)) 

( 2 3 J (+ (W S ) (TOO - TOTO) (TOJ 

~(TO){(z 2 z 3 z 4 ) (U 2 u 3 Ui) - 1 (To (TO (TO I } 

+ (TO { (z 3 z 4 Zj) (ti 2 TO) - 1 (TO (TO (TO) 1 1 
- (TOKZ.TO (Z7 2 Z7 S Z7 4 ) - 1 (TO) (TO) (TO 1 1 
+ (TO){(z 1 TO) (t^TO) - l(TO (TO (TOIJ. 

Wir haben hier zugleich das fur die allgemeine Theorie wichtigste 
Beispiel einer zerlegbaren Identitat zwischen ganzen Invarianten. 

Eine zerlegbare Identitat ist immer eine algebraisehe Folge von 
unzerlegbaren Identitaten; es kann indessen auch eintreten, dass eine 
Identitat (P* = 0 eine Folge von gewissen anderen ist, 

ohne docb durcb dieselben (in Form einer ganzen Function) ausdriick- 
bar zu sein. Dies findet statt 7 wenn eine Identitat von der Form 

-f- * • • -f“ Jx ~ 0 

(in welcber J x ... J y gewisse Verbindungen der in & x . . . auftreten- 
den Invarianten J x . . .J r oder aucb (bis auf J y ) blose Zablen bedeuten) 
auch dann noch erfullt ist, wenn man die Invarianten J t . . .J r durch 
ebensoviele unabhangige Grossen ersetzt. Wir mogen solche Iden- 
titaten als „ Zwischenrelationen" (Intersyzygies) bezeichnen. Im Falle 
keine Zwischenrelationen bestehen, nennen wir die Identitaten <2^ 
= 0 . . . (Px == 0 „unabhangig u , im entgegengesetzten Falle „von 
einander abhangig". 

Ein einfaches Beispiel solcher Zwischenrelationen bietet uns das 
System von fiinf linearen Forrnen (UX t ) . .. (Z7X 5 ). Zwischen deren 
10 Invarianten vom Typus (XiX y X { ) bestehen fiinf Identitaten vom 
Typus J3 = 0; die erste sei etwa: 

5 1 =(z 1 z 2 z 3 )(z 1 z 1 z 5 )+(z 1 toj(z 1 z 5 z 3 )+(z 1 z 2 z 6 )(z 1 z 3 z;)=0; 

die iibrigen J5 2 = 0 . . . U 5 = 0 ergeben sich aus ihr durch cyklische 
Vertauschung der Indices. Je drei von diesen Identitaten sind von 
einander unabhangig, je vier aber sind durch eine Zwischenrelation 
verknupft, von welchen die erste lautet 

z, = (Z 3 Z 4 Z 5 ) Bi- (Z 4 Z B Z 2 ) B s + (Z B Z 2 Z 3 ) B 4 - (Z 2 Z 3 Z 4 ) - 0, 

wahrend man die iibrigen wieder durch cyklische Vertauschung 
erhalt. 
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Es ware von Interesse, in einigen Beispielen die Natur der 
analytischen Gebilde zu untersuchen, die entstehen, wenn man in 
den Identitaten zwisclien Invarianten diese letzteren durch unabhangige 
Grossen ersetzt. 


§ 7 . 

Reihenentwickelungen fiir Formen mit beliebig vielen 
V eranderlichen. 

Wir haben bereits im vorigen Paragraphen von dem Umstande Ge- 
braucb gemacht, dass aucb Formen mit mehr als zwei Yeranderlichen 
sicb durch. lineare Covarianten von Normalformen ausdriicken lassen. 
Entwickeln wir, wie in § 6, eine Form F mit beliebig vielen Ver- 
anderlichen beider Arten zunachst etwa in Bezug auf zwei Yerander- 
liche gleicher Art, so erhalten wir F dargestellt durch eine Summe 
von Formen, von welch en die erste aus einer Form mit einer Ver~ 
anderlichen weniger durch den Polarenprocess entsteht, die iibrigen 
aber „zugehorige Formen" von Covarianten von F sind, welche in 
alien Veranderlichen zusammen eine niedrigere Gesammt-Ordnung haben. 

Es leuchtet ein, dass bei Wiederholung dieser Operation F schliess- 
lich durch eine Reihe anderer Formen ausgedriickt wird, welche aus 
Normalformen durch einfache invariante Processe entstehen, und als 
lineare Covarianten dieser Normalformen zu bezeichnen sind. Wir 
wollen sie ^zugelwrige Formen u der Normalformen nennen, unter Fest- 
haltung der in § 4 eingefuhrten Bezeichnung. 

Wir haben somit fiir F die identisehe Umformung: 

(1) F-F* + F x + F % + ... f 

worm die Formen Fi dieselben Ordnungszahlen haben, wie die Form F, 
und die zugehorigen Formen der „ Elenientarcovarianten cc Gri von F 
vorstellen, welche letztere Normalformen sind. 

Den Inbegriff der Formen Gi nennen wir „ein vollstdndiges System 
von Elementarcovarianten ci *) — vorbehaltlich einer spater vorzuneh- 
menden Erweiterung dieses Begriffes. 

Eindeutig ist nun die Reihenentwickelung (1) nicht Man hat ja 
die Wahl, mit welchem Paar von Yeranderlichen man die Entwickelung 
beginnen will (man braucht auch nicht nothwendig mit zwei Yer- 
anderlichen gleicher Art zu beginnen), und erhalt so im Allgemeinen 
verschiedene Formen F { und auch verschiedene Systeme von Elementar- 


*) Glebsch braucht den nicht gerade glucklich gewahlten Ausdruck: >f Wgent - 
Kch reducirtes aguivalentes System 
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covarianten G t . Indessen lassen sich doch einige der in § 3 und § 4 
aufgestellten Satze aucli auf diese allgemeinere Reibenentwickelung 
xibertragen. Wir fiihren die Folgenden an: 

1) [Satz lb) ; § 4.] Das identische Verschwinden der migehorigen 
Form Fi einer Elementarcovariante Gi zieht das Verschwinden der 
Form Gi selbst nach sich. 

Zum Beweise nehme man die Form Fi als Grundform, and ent- 
wickele sie zunachst in Bezng auf irgend zwei Veranderliclie gleicher Art. 
Unter den erhaltenen Elementarcovarianten Gi* muss mindestens eine 
sein, die fur beliebige Werthe der Coeffieienten von Fi nicht identiscb 
verschwindet; denn sonst ware ja F t selbst Null, und kein Ent- 
wickelungsglied der Reihe 1). Aus dem Verschwinden von F h kann 
nun, nacb dem Fruheren, auf das Verschwinden dieser Elementar- 
covariante geschlossen werden, und ebenso auf das Verschwinden jeder 
anderen Elementarcovariante, die nicht von selbst Null ist. Jetzt nehme 
man eine weitere Veranderliche hinzu, und entwickele jede der ge- 
fundenen Elementarcovarianten auf s Neue. Damit fahre man so lange 
fort, bis man eine Reihe von Normalformen erhalt, deren Verschwinden 
mit dem Verschwinden von Fi gleichbedeutend ist. Diese Normal- 
formen sind nun sammtlich Vielfacbe von G t . Denn sie sind lineare 
Covarianten dieser Form; es folgt aber aus einer im Beweise des 
Satzes 1) in § 3 (S. 56) angestellten Betrachtung, dass eine Normal- 
form keine anderen linearen Covarianten besitzt, die wiederum Normal- 
formen sind, als ihre eigenen Vielfachen. 

Es ist damit gezeigt, dass aus dem Verschwinden von Fi das 
Verschwinden von Gi folgt, und zwar das Verschwinden nur dieser 
einen Elementarcovariante von F. Hieraus schliesst man ohne 
Sehwierigkeit: 

„ Wendet man auf eines der Entwickelungsglieder Fi der Reihe (1) 
dm Process an, durch welchen die Elementarcovariante G x aus F ent- 
steht, so erhalt man Null oder Gi, je nachdem %=j=i oder % — i“ 

Und hieraus folgt noch weiter: 

„Wendet man die Reihenentwickelung (1) auf eines der Ent- 
wickelungsglieder F t als Grundform an, so erhalt man die identische 
Gleichung Fi — Fi, da alle ubrigen Glieder der rechten Seite ver- 
schwinden 

2) [Satz 2), § 3 und § 4.] Die Coefficimten der Elementar- 
covarianten G 0 , G u G 2 , ... sind von einander unabhdngig bis auf die 
Beschranltung, welche durch das Restehen des Gleichungssystems J Gi — 0 
(i — 0, 1, 2 , . herbeigefilhrt wird. ld ) 
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Dies folgt umnittelbar daraus, dass derselbe Satz gilt fiir die ein- 
zelnen Reihenentwickelungen, durch deren Zusammensetzung die Reihen- 
entwickelung (1) entstanden ist. Die Formen 6r 0 , G u G 2> . . . konnen 
als vollig allgemeine Normalformen ihrer Ordnungszahlen angesehen 
werden; die Summe ikrer Constantenzahlen ist gleich der Gonstanten- 
zahl von F. 

3) [Satz 5), § 3 und 4.] Lcisst man in der Entwickelung (1) der 
Form F Veranderliche und Symbole Hire Rolle wechseln, so erhalt man 
tcieder erne Entwickelung nach mgehbrigen Formen von Normalformen 
welche der ersten dualistisch gegenubersteJit. 

Wir stellen eine Form, welche der Form 

jf- faxj* (B 2 x 2 y-> . , . (OiPj* . . . 

dualistisch gegeniibersteht („contragredient“ ist), durch das Zeicken 
® . . . (B'X^ 

dar, und die simultane Invariante 

deren Yerschwinden das „ Conjugirt- Sein u beider Formen ausdriickt, 
durch das Zeichen [F , C&]. Diese Invariante geht aus F einfach da- 
durch hervor, dass man die Veranderlicken von F durch die ent- 
sprechenden Symbole von 0 ersetzt. Statt der Form F entwickeln 
wir nun sogleich die Invariante [. F , 3>], und zwar zunachst in Rezug 
auf zwei Symbole von oder in Bezug auf die entsprechenden beiden 
Symbole von F } was nach § 3 und § 4 auf dasselbe hinauslauft. Statt 
der beiden benutzten Symbole von F ftihren wir nun in jedes Glied 
der Reihenentwickelung die Symbole der zugehorigen Elementar- 
covarianten ein, und verfahren ebenso in Bezug auf die entsprechenden 
Symbole von Dann erhalt man, nach Formel (10), § 3 und § 4, 
eine Summe von Ausdrucken, deren jeder dieselbe Form hat, wie die 
Invariante [F, <&]. Nun entwickele man weiter, fiihre wieder fiir die 
neuen Elementarcovarianten beiderseits neue Symbole ein, u. s. f. Da 
alle auf diesem Wege entstehenden Ausdrueke zu sich selbst dualistisch 
sind, so erhalt man schliesslich eine vollig symmetrische Entwickelung : 

(2) K 0 ] = c 0 [G 0 , sy + [ffi , sy + • • • , 

worin die die entsprechenden Elementarcovarianten der Formen 

F und 0 sind. Ersetzt man nun in den Ausdriichen der ersteren 
Formen die Symbole von 0 wieder durch Veranderliche, so erhalt man 
die Entwickelung (1); ersetzt man aber die Symbole von F durch 
Veranderliche, so erhalt man eine Entwickelung von 0: 

(3) +«, + «, + •••, 
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welche der Entwickelung von F dualistiseh gegeniibersteht, unci aus 
jener dadureh hervorgeht, dass man Yeranderliche und Symbole ihre 
Bedeutung vertauscben lasst. 

Die in der Entwickelung (2) auftretenden Zahlencoeffieienten c 0} c 1} c 2r .. 
sind sdmmtlich positive rationale Zahlen. 

Dies folgt unmittelbar daraus, dass die Constanten b x und (i x 
(§ 3 und § 4) positive rationale Zahlen sind. 

4) [Satz 6) ; § 3 und § 4.] Sind F = 2F t und © = 2?©* mei 
emander dualistiseh gegeniibersiehende Reihenentivickelungen der Formen 
F und ©, und ist die Form F conjugirt m dem Gliede ©* der meiten 
Reihenentwiclcelung, fur alle Werthe der Coefficienten der Form W l? von 
ivelcher dieses Glicd abhangt, so verschivindet in der Reihenentwickelung 
von F das Glied F { und imgekehrt. 

Um dies einzusehen, hat man nur in der Invariante [F, ©J, deren 
Yerschwinden vorausgesetzt wird, die Symbole von © durch ebenso- 
viele Veranderliche zu ersetzen: Man erhalt dann unmittelbar die 
Form Fi. Es gelten also auch die Satze: 

5) [Satz 7), § 3 und § 4.] Jedes Glied der Entwickelung der 
Form F ist conjugirt m jedem Glied der gegmiiberstehenden Ent- 
wickelung der Form ©, mit Ausnahme desjenigen } welches ihm selbst 
gegeniibersteht . 

6) [Satz 8), § 3 und § 4.] Enthalt die Entwickelung von © nur 
gewisse Glieder, und ist F m © conjugirt , gleichgiiltig, welche Werthe 
die Coefficienten von © im Uebrigen besitzen, so fehlen in der Ent- 
wickelung von F die entsprechenden Glieder . 

Es gelten also die Formeln 

(4) [Fi, <b y ] = 0 (* + *), 

(5) IF, <PJ = * [G h F], 

welche die Yerallgemeinerung sind der Formeln (8) und (9) des § 3 und § 4. 

Es wurde bereits hervorgehoben 7 dass das von uns zu Grunde ge- 
legte System von Eleruentarcovarianten Gi der Form F nicht das 
einzig mogliche ist. Es fragt sich nun, wie die verschiedenen voll- 
standigen Systeme von Elementarcovarianten derselben Grundform 
unter einander zusammenhangen. Wir wollen diese Frage etwas all- 
gemeiner fassen, indem wir jetzt die oben erwahnte nachtragliche 
Erweiterung im Begriffe eines „vollstandigen Systems von Elementar- 
covarianten“ vornehmen: Wir wollen nunmehr unter einem solchen 
tiberhaupt jedes System von linear unabhangigen Normalformen ver- 
stehen, welche lineare Covarianten von F sind, und ausserdem die 
Eigenschaft besitzen, dass sich F als Sumnie von linearen Covari- 
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anten (, „mgehbrigen Format £i ) jener Normalfonnen darstellen lasst. 
Ueber den Zusammenkang der versckiedenen Systeme dieser Art gibt 
der Satz Auskunft: 

7) An$ einem vollstandigen System von Elementarcovarianten einer 
Form F erhdlt man alle iibrigen , indem man alle Formen mit denselben 
Ordnungszahlen (ft, v) in eine Gruppe msammenfasst, and nun statt der 
Formen einer jeden Gruppe diirch eine auflosbare lineare Substitution mit 
rationalen Zahleneoefficienten irgend ivelche none Normalformen (ft, v) 
einfiihrt. 

Es sei (Gl) das bisher betracbtete System von Elementarcova- 
rianten von F , (G{) irgend ein anderes, F — ZFl eine zu letzterem 
gehorige Reihenentwickelung (die nicbt nothwendig durch wiederholte 
Anwendung der Gordan'schen Eeiken entstanden zu sein braucht). 
Es seien nun G( *>, G & , . . . G^) diejenigen der Formen G l} welche ge- 
wisse Ordnungszahlen (ft, v) haben, und es seien P l9 P 2 , . . . P r die 
Processe, durch welche die Formen G^) aus der Grundform F entstehen, 
so dass PiF = G( t ). Dann konnen wir diese Processe auf der rechten 
und linken Seite der Identitat F = 2F[ anwenden, und erhalten so 
die Reihe der Gleich ungen: 

G m - zi\f; 


G(r) = ZPrFt. 

Nach Yoraussetzung stehen bier links r linear unabhangige Normal- 
formen; rechts aber stehen lineare Oombinationen der Formen Gl. 
Denn die Anwendung des Processes P* auf eine Form FI liefert Null, 
wenn die Ordnungszahlen von Gl nicht gerade (ft, v) sind, und sie 
liefert Null oder ein Yielfaches von G[ } wenn die Ordnungszahlen von 
G[ mit (ft, v) tibereinstimmen. Es stehen also auf der rechten Seite 
in jeder Gleichung mindestens eine und in alien Gleichungen zusammen 
mindestens r linear unabhangige Formen Gl mit den Ordnungszahlen 
(ft, v ). Es konnen aber auch nicht mehr als r solcher Formen G[i) 
vorhanden sein, da die Gl linear unabhangig sein sollen, und sich die 
Formen G® ebenso wieder durch die Formen G(i) ausdrucken mussen, 
Es befinden sich also unter dem zweiten Systeme von Elementar- 
covarianten ebenfalls r Formen G \ $ . . . G[ r ) mit den Ordnungszahlen 
(ft, v) 9 und beide Systeme sind durch Relationen verknupft von der Form: 
G( 1 ) — l n G\t) + * * * + lir G'(r) 

( 6 ) : : ; : ; ; ; ; : : : 

G(r) = Kl G(i) +-*•-[” lrrG( r y 
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Die Grossen X n . . . k rr sind sammtlich rationale Zablen; die De- 
terminante des Gleichungssystems ist von Null verschieden. 

Aber aucli umgekebrt konnen wir willkiirlick vermoge der Glei- 
chungen (6) in die Entwickelung von F statt der Formen G( i) . . . G (r 
die Formen G{ i) ... G { r ) einfiikren: Wir erhalten dann eine neue Dar- 
stellung von F durch zugehorige Formen eines vollstandigen Systems 
von Elementarcovarianten, eine Entwickelung, die in mancher Hinsiclit 
die ursprlingliche vertreten kann. Es versteht sick nacb dem Gesagten, 
dass aueb diese neue Reihenentwickelung die Eigenschaft bat, dass das 
Yerschwinden der Grundform das Verschwinden aller einzelnen Ent- 
wickelungsglieder und der zugehorigen Normalformen nacb sicb zieht. 
Sie ist die allgemeinste Reihenentwickelung der Form F nacb „zu- 
geborigen Formen^ eines vollstandigen Systems von Elementarcova- 
rianten: 

8) Zu jedem vollstandigen System von Elementarcovarianten gehort 
eine und nur eine Reihenentwickelung der Form F. 

Sind namlicb F— EFt und F— EFt' zw.ei Reibenentwickelungen 
der Form F, und besteben zwiscben den betreffenden Elementarcova- 
rianten die Beziebungen G{' = Gt, so konnen wir die Differenz bilden 
und erhalten dann 

0 =*2(Ft'-Fi") 9 

worin das i ie Glied eine lineare Covariante einer Normalform G/ — H t 
ist. Seien nun 77/ und 27/' die Processe, durch welche die Formen 
F t ' und Ft' aus H v entstehen, so dass 

77/ Hi = Ft, Hi' Si = F", 
so konnen wir obige Gleicbung aucb so scbreiben: 

0 = 2 (77/ — 72/') 

und diese Gleicbung muss richtig sein fiir alle Wertbe der Coefficienten 
der Formen Hi . Setzen wir daher H 0 = 0, H t — 0, • • * 22}— i = 0 
Hi+x — 0 • • *, so erhalten wir 77/ 72} = Tit' Hi oder Ft — Ft'. — 

Die Reibenentwickelung F = E Ft, welche wir durch die Trans- 
formation (6) aus der urspriinglicken Reihe F — EF b erhalten haben, 
nimmt iibrigens nicht an alien Eigenscbaften theil, welche der letz- 
teren Entwickelung zukamen, Yertauscbt man namlicb in der neuen 
Reibe die Bedeutung der Veranderlichen und Syrabole, so erhalt man 
im Allgemeinen nicht die der ersten dualistiscb gegeniiberstehende Ent- 
wickelung 0 — E 0t- Transformirt man aber, um eine zu sicb selbst 
dualistiscbe Formel zu erhalten, in der Reihenentwickelung^ der Inva- 
riante [F, 0] gleichzeitig mit den Formen G® die ibnen dualistisch 
gegenuberstehenden Formen durch die Substitutionen 
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^( 1 ) = ^ %) + ■■■ + hr %) 

(6 b) 


? -P(r) == %rl ^(1) + * • • + Kr ? -P*(r); 

so erhalt man eine Reihenentwickelung der Invariante [F, ®], die im All- 
gemeinen einen weniger einfachen Bau zeigt, als die urspriingliche Reilie. 
Die Satze 4), 5), 6) gelten daher jetzt nur noeh mit Einschrankungen: 
Die Formel [Ff ? = 0 (i =f= #) ist im Allgemeinen nur dann noch 
riclitig ; wenn die Formen Gf, verschiedene Ordnungszalilen haben. 

Unter den mit Hilfe der Formeln (6) aus der urspriinglichen Reihe 
LervorgegangenenEntwickelungen gibt es aber ausgezeichnete, fiir welcbe 
die Formel [F{, <£>*] = 0 (i =j= %) allgemein besteht, und auf welcbe daher 
aucb die Satze 4), 5), 6) ausgedehnt werden konnen. Wir wollen die- 
selben , } normale JEntivieketungen" nennen. Wir wollen nun untersuchen, 
unter welchen JBedingungen die transformirte Entwickelung F — EFl 
eine normale ist 

Da alle anderen Elementarcovarianten von F durch die Substitu- 
tionen (6) nicht beriihrt werden, und ausserdem immer [F[,)j ©*] gleich 
Null ist, sobald W y nicht zu den Formen W[ X ) mit den Ordnungs- 
zahlen (/x, v) gehort, so diirfen wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
die Annahme machen, dass die urspriingliche Entwickelung von F 
nur aus den Gliedern bestelit, die von den Formen G{ i) • * * G( r ) ab- 
hangen. Wir werden also an Stelle der Gleichungen 1), 2), 3) die fol- 
genden setzen: 


0 ) 


F= -F(i) + F$) + *• * +-F(r) 

< [F } *] - c (1) [G W) F a) ] + • • - + ^ [G irh F ir) ] 
& — ®(1) + H — + 


Wir transformiren nun die Formen G® durch die Substitutionen 
(6), und die Formen durch die Substitutionen (6 b). 

Wir denken uns dann diese Ausdriicke in die Formeln (7) ein- 
gefiihrt, und deren rechte Seiten nach den Formen G®, geordnet. 
Urn dies einfach bewerkstelligen zu konnen, bezeichnen wir wieder 
durch Ui den Process, durch welchen die Form F$ aus ihrer Elemental 
covariante G^ entsteht, und ebenso durch il* den Process, durch welchen 
aus W® hervorgeht, setzen also 

= m G iih %) = m w {i) . 

Fuhren wir diese Ausdriicke in die Formeln (7) ein, so konnen 
wir die Transformation (6) und (6 b) ohne Weiteres ausfiihren, und 
erhalten dann die folgenden Gleichungen: 
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F = F[ l) + Ffo + -- +F' {)) 

<£ = ®(i) -f- ^(2) + • • ■ + ®(>)> 

— { 4,, 77, -j- X. lt ZZ 3 -f- • • -(- X ri 77,.} G(,j 

®w = { K lii + hi n, + • • • + in n , } %). 

Nun wird aber, wegen der Relationen: 

(4) [77, G 0h IT, W u) \ = 0 (7+ *) 

(5) [77, G 0h 77, ?<■(,)] ==c, ) [0 ( , ) ,’F w ]: 

(10) [T^w, = [ c ( i) 4 1( 4,* -j- • • • + C(,) A,, A,^} [(7},), 

Damit die Reilienentwicbelungen (8) normale werden kb mien, ist also 

y* . y ^ 

nothwendig das Bestehen der — — Relationen: 

u 

(11) C(l) l “f” • • • “f" £(/•) X n X r4 = 0 {i =f= ij X = 1; * * ‘ 

welche ein aus der Theorie der quadratischen Formen wohlbekanntes 

Gleicliungs system darstellen. Sind diese Bedingungen erfiillt, so wird 
die Reihenentwickelung der Invariante [. F \ 3>] nach Einfiihrung der 
Symbole der Formen G[i) } ebenfalls eine Summe von r Gliedern: 

(12) [F, ®] - 27 { c (1) h? + • • • + *(,) h ? } [G{ o, 3 *oL 

deren Coefficienten wie die Ooeffieienten c#) • • • fy) der ursprdngliclien 
Reihe positive Zahlenwerthe haben. Die gefundene Reihenentwickelung 
kann die ursprungliche in jeder Hinsicht vertreten. Das i tQ Glied der- 
selben kann auch so geschrieben werden: 

IF, = W* «]. 

Fiihrt man aber in den letzten Ausdruck statt der Symbole von C& 
Veranderliche ein ; so erhalt man unmittelbar die Form F[ t y Ver- 
schwindet also [F } unabhangig von den Werthen der Coefficienten 
der Normalform W[t), so verschwindet F[^ es gilt also fur diese 
neue Reihenentwickelung nicht allein der Satz 5), sondern auch 4) 
und 6). Diejenigen normalen Entwickelungen, welche unmittelbar 
durch* wiederholte Anwendung der Gordan’schen Reihen entstehen, 
fyaben weiter nichts Ausgezeichnetes. 

Die Bedeutung, welche den hier naher untersuchten Reihenent- 
wickelungen mit Rticksicht auf die allgemeine Theorie der Invarianten 
zukommt, erhellt, soweit sie hier schon auseinandergesetzt werden kann, 
aus der folgenden, im Y^esentlichen von Glebscli herriihrenden 19 ) Be- 
trachtung. 

Der allgemeine Gegenstand der Theorie der ternaren Formen sind 
urspriinglich Formen mit beliebig vielen Veranderlichen X 19 X 2? * • 
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( 8 ) 

worin 

(9) 



mit beliebig vielen Veranderlicben. 
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U 1 , U 2P • ■ •; es liegt keine Veranlassung vor, sicli auf Formen init nur 
einer Verander lichen X und einer Veranderlicben U zu besckranken. 
Nun ist aber im Vorstehenden gezeigt, dass eine jede Grundform sick 
als lineare Covariante einer Anzahl anderer Formen darstellen lasst, 
die hochstens eine Verander liche X und hockstens eine Veranderliche 
U entkalten, und uberdies Normalformen sind. Jede Invariante der 
Grundform verwandelt sick dadurck in eine ganze Function von simul- 
tanen Invarianten dieser Normalformen, deren Coefficienten allerdings 
nickt vollig unabhangig, sondern durck die Relationen AGi = 0 an 
einander gebunden sind. Darin liegt eine Reduction des Grundproblems, 
in einem gegebenen Formensystem alle Invarianten mit gegebenen 
Gradzahlen zu bestimmen: Man darf in dieser Aufgabe an Stelle der 
allgemeinen Formen mit beliebig vielen Veranderlicben die viel ein- 
facheren Normalformen setzen. Eine nock weiter gekende Reduction 
des Problems in diesem Sinne, also eine Ersetzung der Normalformen 
durck nock einfackere Formen, ist nickt moglick. Eine solcke ein- 
fackere Form musste eine lineare Covariante der Normalform, und als 
solcke symbolisck darstellbar sein, nack einem von uns bereits auf 
S. 70 benutzten Satz, dessen vollstandigen Beweis wir im nachsten 
Paragrapken erbringen werden. Daraus folgt dann sofort, dass eine 
Normalform keine lineare Covariante besitzen kann, ausser denen, 
welche aus ihr durck Multiplication mit identiscken Covarianten und 

durck die Operationen U = XY und X = UV entsteken. Diese For- 
men sind aber alle weniger einfach, als die Normalform selbst. 

Aus der hiermit gegebenen Reduction folgt dann sogleick nock 
eine zweite, die von nickt geringerer Bedeutung ist. Die Erfakrung 
kat gezeigt, dass man die Eigenschaften eines bestimmten Formen- 
systems keineswegs durck Betracktung der Invarianten allein erschopfen 
kann, sondern dass man diesem System nock weitere Formen hinzu- 
fiigen muss, die von uns als „Yeranderliche“ bezeichneten linearen 
Formen. Solche Veranderlicbe treten ja sckon in den Grundformen 
selbst auf, und es wird unter Umstanden die Adjunction von nock 
weiteren nothig, wenn es sick darum kandelt, das Entstekungsgesetz 
der Invarianten aufzudecken, oder speeielle Formensysteme durck Gleich- 
ungen zu ckarakterisiren. So drangt sick sckon in der Tkeorie einer 
ternaren quadratiscken Form (. A X ) 2 die Covariante (A JB U ) 2 unwill- 
kilrlick der Betracktung auf; man kann die Eigensckaft einer quadra- 
tiscken Form, ein voiles Quadrat zu werden, nickt anders ausdrucken, 
als dadurck, dass man verlangt, es soil die Form (ABTPf unabhangig 
von U den Wertk Null kaben. Wo ist nun hier die Grenze? Wieviele 
lineare Formen muss man adjungiren, um alle Gleickungssysteme dieser 
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Art darstellen zu konnen, und ist die Adjunction linearer Formen 
ilberkaupt ausreickend? Wir werden auf diese Frage spater (in § 10) 
nock einmal zuriickkommen. Hier sei soviel bemerkt, dass man fur 
Probleme dieser Art mit der Adjunction von zwei Veranderlicken X 
und U ausreickt 7 und dass man in dem Systeme gegebener Grundformen 
nur die Invarianten und diejenigen Covarianten zu betrackten brauckt, 
welcke Normalformen sind. Sei vorgelegt eine ganze Invariant© J der 
Formen F x • • • F r , F r +i • * • F s , uud sei verlangt ; dass J versckwinden 
soil unabhangig von den Werthen der Coefficienten von F r +i * * • F s . 
Dann konnen wir durcli wiederkolte Anwendung des Evectantenpro- 
cesses ans J eine Form kerleiten ; welcke ausser den Coefficienten von 
F 1 -- F r nur nock die Coefficienten linearer Formen X 1} X 2 , • • • U 1} Z7 2 ;*" 
entkalt, welcke unabkangig von den Wertken dieser letzteren ver- 
sckwindet 7 und deren Versckwinden nack dem Euler’scken Satze auck 
wieder das Versckwinden von J nack sick ziekt. Das Versckwinden 
jener Evectante aber ist gleickbedeutend mit dem Versckwinden ikrer 
Eiementarcovarianten, und diese sind Normalformen. 

Die kinsicktlick der Reikenentwickelungen bewiesenen Satze ge- 
statten also eine engere Umgremung des Stoffes der Invariantentkeorie: 

Es wird bei grossen Classen von Aufgaben geniigen ; nur Normal- 
formen als Grundformen zu nekmen, und in deren Systeme nur simul- 
tane Invarianten und solcke Covarianten zu betrackten, welcke wieder 
Normalformen sind. Es ist tkeoretisck wicktig, sick die Bedeutung 
dieser Bemerkung klar gemackt zu kaben. Bei concreten Aufgaben 
ist es aber meistens bequemer, statt der covarianten Normalformen 
tiberkaupt solcke Formen zu betrackten, welcke kockstens -ein X und 
kockstens ein U entkalten, also von der Forderung abzuseken, dass 
sie Normalformen sein sollen. Den Inbegriff der so umschriebenen 
Bildungen bezeicknet man gewoknliek im engeren Sinne als das , } For- 
mensy$tem a der gegebenen Grundformen. Da dasselbe im Grunde ein 
simultanes System der gegebenen Formen und zweier linearer Formen 
ist, so ist es zweckmassig, demselben als „Covariante vom Grade Null £ ' 
die identiscke Covariante (TJX) kiuzuzufiigen. 

§ 8 . 

Verkiirzte Reihenentwickelungen. 

Wir kaben im vorigen Paragrapken gezeigt, dass man jede Form 
mit beliebig vielen Veranderlicken durch eine Reike anderer ausdriicken 
kann, welcke zugekorige Formen von Normalformen sind, die zusammen 
ein vollstandiges System von Elementarcovarianten der gegebenen Form 
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bilden; wir haben weiterhin gesehen, wie man von einer solchen Ent- 
wickelung zu alien iibrigen iibergehen kann, und insbesondere auch zu 
denjenigen Entwickelungen, welcbe wir „normale“ nannten. Jede nor- 
male Entwickelung konnte ersetzt werden durch eine Entwickelnng der 
Invariante [F 7 0] 7 deren Verschwinden das „Conjugirt-Sein“ der Form 
F zu einer dualistisch gegeniiberstehenden Form 0 ausdriickt: 

[F,0] = Zc t [G h W t ]. 

Die Formen Gi sind bier die Formen des vollen Systems von Elementar- 
covarianten, die Formen ?P ) die dualistisch gegeniiberstehenden Co- 
varianten von 0 7 die Coefficienten c t positive rationale Zahlen. 

Wir wollen nun diese Untersuehung auch auf den Fall ausdehnen, 
wo die Coefficienten der Form F nicht mehr unabhangig, sondern zum 
Theil an einander gebunden sind ? dadurch, dass gewisse vorgelegte 
lineare Covarianten von F identisch gleich Null gesetzt werden. Wir 
wollen eine solche Form, um einen bequemen Ausdruck zu haben, als 
eine „verMrzte Form F u bezeichnen. 

Audi bd verkiirden Formen F lassen sidi immer Reihenentwickelungen 
angeben 7 welchen alle wesentlichen Eigenschaften der in § 7 betrachteten 
Reihenentwickelungen mkommen. 

Die vorgelegten linearen Covarianten diirfen wir, ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit unserer Untersuehung, als Normalformen betrachten; 
denn wir konnen ja nach dem Fruheren das Verschwinden beliebiger 
Formen immer dadurch ausdrucken, dass wir Normalformen gleich Null 
setzen. Seien nun F die Processe, durch welche diese Formen 

aus F entstehen, so dass r t F = 0 * * • r Q F = 0 die gegebenen Be- 
dingungsgleichungen sind, und sei 

F = F 0 + F 1 +F i + -- 
eine normale Reihenentwickelung von F. 

Dann werden die vorgelegten Bedingungsgleichungen 

o = r x F 0 + r x f x + r x F 2 + ••• 

Es ist aber r x F ; entweder Null, oder ein Vielfaches von G f , nacb 
einem bereits mebrfacb benutzten Satze. Man erbalt mithin als Ausdruck 
der gegebenen Bedingungen sebliesslich eine Reihe von Gleichungs- 
systemen der Form: 

f% ^d) + " • + fV &(r) = 0 

( 1 ) ........... 


®(i) + • • • + fV ®( r > == 

worin die Formen Cr ( i) ■ • • G (r) wie in § 9 ein System von linear unab- 
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hangigen Elementarcovarianten mit gleichen Ordnungszahlen (p, v) 
vorstellen, die Grossen g n • • • fi^ r aber rationale Zahlen sind. 

Nehmen wir an, dass in jedem solehen Gleichungs system bereits 
alle Gleicbnngen fortgelassen sind, welche sicli als eine Folge vorher- 
gehender Gleiehungen herausstellen, so konnen wir vermoge der Glei- 
ehnngen des Systems die Formen G^ • • * 6r Cr ) durcb r — q von ihnen, 
oder allgemeiner durcb r — q nene Formen G[ i) G { r -0 ausdriieken, 
indem wir die Gleiehungen (1) in bekannter Weise durcb rational- 
zablige Substitutionen der Form 

G(i) = i u G{ i) + b fa ,r-QGrlr-Q) 

( 2 ) !!!!!!!!!!!!!! 

G(r) = Ki G{ i) + *•* + l r ,r-()G(r — Q) 
befriedigen. Fiihren wir diese Ausdrtlcke in die Reihenentwickelung 
von F ein, und ordnen nacb Formen, welcbe von G[d • * * G ( r —0 ab- 
hangen, verfahren wir ferner ebenso hinsichtlicb aller iibrigen Glei- 
chungssysteme, die zu anderen Zablenpaaren (ft, v) (jp !' 7 v") * * * geboren, 
so erbalten wir schliesslicb eine Entwickelung der Form F: 

(3) F = F 0 ' + F; + F' + • • - (modd. r* F) f 

welche nach zugehorigen Formen der Elementarcovarianten Gl fort- 
schreitet, die nun sammtlicb wieder unabhangige Coefficienten baben' 
(abgeseben natiirlieh von den Relationen A Gf — 0). Durch diesen 
Ausdruck von F werden die Relationen T y F — 0 in allgemeinster 
Weise identisch erfullt; er gilt nur unter der Voraussetzung des Ver- 
schwindens der Ausdrtlcke F y , F. Da wir die Coefficienten der Formen 
(r/, wie gesagt, als unabhangige Grossen anseben diirfen, so baben wir 
mithin das Problem gelost: 

„Die allgemeinste Form F hinmschreiben, fur welche gewisse vor- 
gelegte lineare Invarianten oder Govarianten (leMere identisch) verschwinden. u 

Wir konnen diese FoicmF, und zwar noch auf unendlicb viele Arten, 
als Covariante einer anderen Form F t darstellen, welcbe dieselben 
Ordnungszahlen bat, wie F, deren Coefficienten aber sammtlich von 
einander unabhangig sind. Dies ist der in § 5, S. 70 benutzte Hilfssatz. 

Die Willkurlichkeit, welcbe den Constanten der Gleiehungen (2) 
nocb innewohnt, kann man immer dazu verwenden, aucb die verkiirzte 
Entwickelung (3) insbesondere in eine v normale u zu verwandeln, d. b. 
in eine Reihe, welcbe zu der dualistisch gegeniiberstehenden Reibe in 
der Beziebung steht, welcbe durcb die Satze 4), 5), 6) des vorigen Para- 

graphen ausgedriickt wird; und zwar ist dies nocb auf oo ~ — 
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verschiedene Arten moglich, wenn wir von der Beschrankung absehen, 
die darin liegt, dass die Constanten X ix rationale Zahlen sein sollen. 

Man kann namlich zunaehst von der normalen Theilentwickelung 
der Form F } welehe wir vorlaufignoch als eine allgemeine Form annehmen: 

F(l) + -^(2) + I" F(r) 

vermoge der Substitutionen: 

Gr(l) = X n G-(l) *4“ 4” h ,r—Q G(r— 0 ) 

+ 1 &[r—Q+l) + * * * + r Gr{r) 

( 4 ) ; ; ; ; ; ; ; ; ;;;;;; 

G(r) — X n G-(i) -j- -j- G(r—o) 

+ Ar,r— o-f 1 G'ir-Q + l) + ' * * 4" hr G(r) 

zu einer neuen ; ebenfalls normalen Theilentwickelung iibergehen. Nun 
ist die quadratische Form 

C ( 1) V 4“ * ‘ • + C (r) h* 7 

welehe durch die entsprechenden Substitutionen 

h = X u X{ + • • • + A,r hr 


X r — X rXi X\ 4 ” * * 4 ” hr 

auf eine neue Summe von r Quadraten transformirt wird, eine definite, 
naeh einer in § 7 gemachten Bemerkung. Es kann daher die Discri- 
minante 


(5) 


des Gleichungssystems 


c m 

0 •• 

• 0 

ft,l 

ft(>. 

0 

C ( 2)' 

■ 0 

ft, 2 • • • 

pQ2 

0 

0 • 

• C M 

ftp- • ' • 

ft<» 

ft, i 

ft|2‘ 

• ftp 

0 

0 

t u ?i 

ft?2 ' 

• fy 

0 ••• 

0 

C(l) K 

2 +’ 


C(r) ^r 2 

= 0 

f *11 

4" ' 


ftp Ay 

= 0 


X x 4" * * ■ 4* fV h = ® 

nicht verschwinden, weil die Constanten . . . ( i Qr sammtlicb reelle 
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Grossen sind ; und naeh Voraussetzung nieht alle Unterdeterminanten 
der aus ihnen gebildeten Matrix gleichzeitig verschwinden. Man kann 
in Polge dessen die rationalen Zalilen X lx . . . l rr noch auf unendlich 
yiele Arten so bestimmen, dass die Gleichungen (11), § 7 ? und ausser- 
dem noch die q (r — q) Gleichungen 

(6) X x y, -f- ^2% -f- “ • fiir k r y. = 0 % ^ % ’ . . . r — q 

erfullt sind, dass mithin die Bedingungen (1) durch die folgenden ersetzt 
werden konnen: 

(7) G[ r - Q + X) = 0, (?[ r _ ?+2J = 0, . • . G{ r) - 0. 

Man hat also jetzt eine normale Theilentwickelung: 

(8) JFfo + F'v + • • • + K- q) + 1<U Q+1) + • • • + F' (i) , 

aus welcher die verkiirzte, den Bedingungen T* F = 0 genugende Theil- 
entwickelung einfach dadurch entsteht, dass man die q letzten Glieder 
fortlasst. 

Dadurch aber verliert dieReihe (8), ebenso wie dieReihenentwickelung 
yon F 7 welcher sie als Theil angehort, nicht die Eigenschaften, die in 
den Satzen 4), 5), 6) des § 7 ihren Ausdruck finden. In den Gleichungen 
[F{i) } $( K )] = 0 gehen die Indices i und % jetzt von 1 bis r — q] aus 
dem Bestehen der Gleichung [F 9 <&(,•)] = 0 fur alle Werthe der Coeffi- 
cienten von kann auch jetzt auf das Verschwinden der Elementar- 
covariante Ffa geschlossen werden. Denn roan hat nach wie vor: 
[F, <P(f)] = \F{i) , ®], und darf auch jetzt ini letzten Ausdruck die 
Symbole von 0 durch unabhangige Veranderliche ersetzen, da die 
hierbei zutretenden Glieder wegen des Verschwindens der Formen 
G'ir—q- j-x) . . . G[ r ) wieder in Wegfall kommen. Es ist also die Reihen- 
entwickelung 

(9) IF, ®] = c' [G', W'] + c; [<?/, W t '] + • • • (model, r, F) 

gleichbedeutend mit der Reihe (3), und natiirlich ebenso auch mit der 
dualistisch gegenuberstehenden Reihe. Die Constanten c 0 ', c xy . . . sind 
von Null verschiedene, positive rationale Zahlen. Man iibersieht, dass 
auch die ubrigen Satze des § 7, namlich 1), 2), 3), 7), 8) und die 
letzten Betrachtungen, welche vom Uebergang von einer normalen 
Entwickelung zu den anderen handeln, ohne Weiteres auf die Ent- 
wickelungen verkurzter Formen ubertragen werden konnen. Natiirlich 
ist zu beachten, dass alle Entwickelungen nur bis auf Vielfache von 
Formen bestimmt sind, welche von den verschwindenden Covarianten 
r x F abhangen. — 

Die Allgemeinheit, in welcher wir die Satze dieses Paragraphen 
formuliren konnten, beruht wesentlich auf der seharfen Umgrenzung 
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des von uns zu Grunde gelegien Invariantenbegriffs. Hatten wir die 
seither iibliche Definition der Invariante zu Grunde gelegt ? so wiirden 
wir den Constanten fi n aueh imaginare Werthe haben beilegen 

konnen (d. k die Formen r x F diirften aucli „numerisch irrationale 
Invarianten" sein, naeb der auf Seite 13 gegebenen Definition dieses 
Begriffes). Dann aber ist die Determinante (5) nieht nothwendig von 
Null verschieden. Wir haben also dann einen Ansnahmefall zu beriick- 
sichtigen, in welehem es unmoglieh wird ; die verkiirzte Reihenent- 
wiekelung in eine „normale" iiberzufuhren. 


§ 9 * 

Identitaten zwiseben ganzen Invarianten. 

Die Entwickelungen der §§ 7 und 8 gestatten uns nunmebr, die auf 
Seite 81 formulirte Fundaruentalaufgabe all gem e in zu losen, d. h. eine 
endliche Zakl von ausfiihrbaren Operation en anzugeben, durch deren 
Anwendung man in jedem gegebenen Falle zum Ziele gelangt. Aus 
Rucksiclit auf die Darstellung beschranken wir uns auf den Fall, wo 
es sich um die simultanen Invarianten im System einer Normalform 
(m, n) und der beiden veranderlichen linearen Formen, also um das 
System der Invarianten und Covarianten einer Normalform (w, n) han- 
delt. In dieser Besehrankung lautet das Problem: 

7} Man soil aus den Covarianten p ten Grades einer Normalform (tn, n): 

f = (BX) m (UP) n 

ein vollstdndiges System von linear unaihdngigen Normalformen mit den 
Ordmngsmhlm (p, v) herausheben, und alle ubrigen covarianten Normal- 
formen (ft, v) p ien Grades durch dieselben ausdriicken! 1 

Alle Covarianten p ten Grades der Form f sind lineare Covarianten 
der einen, in p verschiedenen Veranderlichenpaaren geschriebenen Form: 

worin 

fc® = (BiX x ) m (TJxP t ) n . 

Die Ooefficienten der Form F sind naturlicb nieht unabhangig 
von einander. Ausser hoheren Relationen, die uns tier znnachst nieht 
angehen, hestehen zwischen ihnen eine Anzahl linearer Relationen, welche 
anssagen, dass man die Symbole der Formen f®, . . . fM nnter 

einander vertauschen darf; und zwar wissen wir, dass diese die eimigen 
Relationen sind, welehen die Symbole der Normalformen /W, . . . fM 

zu geniigen haben, damit wir eine in den Ooefficienten einer jeden von 

Study, Ternare Formen 7 
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ihnen lineare Invariante oder Covariante als symbolische Darstellung 
einer Invariante oder Covariante p ten Grades der Form f ansehen konnen. 
Statt die Symbole der Formen f® zu vertauschen, konnen wir in der 
Form F auch die mit ihnen verknupften Veranderlichen vertauschen, 
und baben somit in den Relationen: 

m fi m ■ ■ ■ n ,] f+ 1 (,+1) ■ • • G P) \ = 0 

1 J - fp ■ ■ ■ fl-t'-v fl ,l] f ,+ !<'+» • • • I 

(i = 2, 3, * * * p) 

die nothwendigen nnd ausreiclienden Bedingnngen dafiir, dass die sym- 
bolische Darstellung der Form F als der Ausdruck einer Covariante p tcn 
Grades der Form /"angesehen werden kann. Ersetzen wir die linkenSeiten 
dieser Gleichungen durch ihre Elementarcovarianten r* F } so konnen 
wir nunmehr die Form F mit der im vorigen Paragraphen betracli- 
teten Form, und die Relationen JH* F — 0 mit den dort behandelten 
Relationen identificiren, und die dort erhaltenen Resultate auch in 
unserem Falle anwenden. 

Wir gelangen so zu einer Reihenentwickelung der Form F y welche 
die Bedingungsgleichungen (2) identisch erfullt, und welche nach zu- 
gehorigen Formen eines Systems von linear unabhangigen Elementar- 
covarianten fortschreitet. Unter letzteren hat man nur diejenigen 
Formen G(i) ... herauszuheben, welche die gegebenen Ordnungs- 

zahlen (f i 7 v) haben (falls iiberhaupt solche vorhanclen sind), um die 
Losung des ersten Theiles unserer Aufgabe zu erhalten. Damit erledigt 
sich aber sogleich auch das zweite Problem. Denn sei K irgend eine 
lineare Covariante von F mit den Ordnungszahlen (^, v\ und sei © der 
Process, durch welchen dieselbe aus F entsteht, so dass K = © F, so hat 
man die Operation © nur auf beiden Seiten der Theilentwickelung 

F = F[i) "f + F[ r —Q) 

anzuwenden, um die Form E als lineare Function der Formen . G{ r —q) 
darzustellen. 

Es muss sofort die vollstandige Uebereinstimmung der Relationen 
(2) mit den Relationen auff alien, durch welche die Evectanten einer 
Invariante ausgezeichnet sind (S. 41). In der That ist die Form (1) 
nichts Anderes, als die durch pi getheilte p t0 Evectante der Invariante 
[f, (p] p in Bezug auf die zu f dualistische Form <p . Sei <5 diejenige 
Form, welche zu <p in derselben Beziehung steht, wie F zu f] so ist 
[fj <p] p — [F, ®]. Jede normale Reihenentwickelung der Form F wird 
auch hier passend durch die einfacher gebaute Entwickelung dieser In- 
variante ersetzt, mit deren Hilfe man ebenfalls alle wiinschenswerthen 
Reductionen leisten kann. 
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Das hiermit gewonnene, allerdings ziemlich umstandliclie Verfahren 
ist ausreichend, um alle moglichen Invarianten gegebenen Grades in 
einem vorgelegten Formensystem zn bestimmen. Die in der Wahl 
der Elementarinvarianten von F noeh vorhandene Willkur wird man 
benutzen, um als unabhangige Formen gegebenen Grades moglichst 
viele solche zu nehmen, welche sich als ganze Functionen von Formen 
niederen Grades darstellen lassen; man wird in jedera einzelnen Falle 
durch eine endliche Zahl von Versuchen im Stande sein zu entscheiden, 
wieviele der Covarianten gegebenen Grades durch solche niedere Formen 
ausdruckbar sind. In alien den Fallen, wo gegebene Grundformen ein 
,,endliches Formensystem/* haben, d. h. ein System von ganzen Inva- 
rianten und Covarianten, durch welche sich alle anderen rational und 
ganz ausdriicken lassen, wird man durch die entwickelte Methode aueh 
zu den Eelationen gelangen konnen, welche zur Aufstellung dieses 
Formensystems fiihren; und zwar wird die Methode ausreichen, um 
in jedern Falle zu entscheiden, ob das gefundene Formensystem ein 
kleinstes ist, oder nicht. 

Die angegebene Methode wird man mit Yortheil auch dann noch 
verwenden konnen, wenn die Grundform f keine allgemeine mehr ist, 
sondern in ihrer Veranderlichkeit durch das Verschwinden gewisser 
Covarianten p ten oder niederen Grades eingeschrankt wird: Dieser 
Umstand zieht das Verschwinden gewisser weiterer linearer Covarianten 
der Form F nach sich, die man nun den Formen F x F hinzuzufligen 
hat. Indessen ist fur diesen Fall unsere Methode nicht mehr als eine 
allgemeine anzusehen. Denn wegen der hoheren Eelationen, welche 
zwischen den Coefficienten der Form F noch bestehen, zieht das Ver- 
schwinden einer Covariante p ten Grades im Allgemeinen noch das Ver- 
schwinden weiterer Covarianten jp ten und sogar niederen Grades nach 
sich; und um diese alle aufzufinden, hat man nicht fruher ein Mittel, 
als bis man das Formensystem einer allgemeinen Form f mit alien 
zugehorigen Identitaten aufgestellt hat. 

Solche Formen f, fur welche gewisse Covarianten verschwinden, 
hat Herr Gordan bei seinem Beweise der Endlichkeit aller Formen- 
systeme binarer und besonderer ternarer Formen verwendet. [Gordan- 
Kerschmsteiner , Nr. 202 u. ff.] Bei Untersuchungen dieser Art kommt 
der angegebene Mangel nicht in Betracht; denn hier gerade wird von 
den hoheren Relationen abgesehen, welche das Zerfallen der Form F 
in einzelne Factoren zur Folge haben. 

Es ist nicht ohne Interesse, dass man die genannten Relationen, 
welche die zerfallende Form F von einer allgemeinen Form mit ver- 
tauschbaren Veranderlichen-Systemen unterscheiden, alle aufstellen kann. 

7 * 
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Die unzerlegbaren unter iknen sind sammtlich vom zweiten Grade in 
den Symbolen von F. Die Form F ordnet jedem Yeranderlichensystem 
X 1} U l9 ... Xp^tj Up—i, X p eine Curve n teT Classe zu, deren Gleichnng ist: 

(B 1 x 1 y‘(u 1 p 1 )”---(B P - 1 x P - 1 r(u P - 1 p P - 1 y(B P x p )"(up p y = o. 

Man hat jetzt nnr auszudriicken, dass diese Curve sich nieht andert, 
wenn man die Veranderlichen X t . . . X p —i, U t ... U p —i durch andere 
Veranderliche X t ' . . . Xp— 1} . . . Up — x ersetzt. Stellt man dann 

auch noch die iibrigen analogen Bedingungen auf ; und lost alle gefun- 
denen Ausdriicke in ihre Elementarcovarianten auf ; so erhalt man durcli 
Nullsetzen dieser letzteren das gesuchte System von Bedingungs- 
gleichungen in Gestalt einer Reihe von Covarianten zweiten Grades 
von Fj welche den Werth Null haben mussen. 

Hier mag noch ein Satz seine Stelle finden, der eine brauchbare 
Controlle dafiir abgibt, ob man bei Aufstellung eines vollstandigen 
Systems von linear unabhangigen Covarianten p tm Grades einer Nor- 
malform f richtig gerechnet hat. 

JBringt man in einem vollstandigen System von linear unabhangigen 
Covarianten p iQU Grades einer Normalform (m, n) jede Normalform 

(y, v) mit der Constantenzahl ~ (ft + 1) (v + 1) (ft + ^ + 2) in An - 
schlagj so ist die Summe alter dieser Zahlen gleich 



wobei N = y (m -f- 1) (n + 1) (m + » + 2) die Zahl der linear undb- 

hangigen Constanten der Grundform bedeutet . 

Die zu bestimmende Zahl ist namlich gleich der Anzahl der linear 
unabhangigen Constanten der Form F (Formel 1). Diese aber hat 
offenbar soviele linear unabhangige Constante, als eine algebraische 
Form ju ter Ordnung in einem Gebiete N ieT Stufe. Dies ist die oben 
angegebene Zahl. Die Erweiterung des Theorems auf simultane Systeme 
beliebiger Formen lautet: 

Seien N 1} N 2 , ... N r die Constantenmhlen irgend welcher Formen 
fr mit beliebig vielen Veranderlichen , und bilden wir alle cova- 
rianten linear unabhangigen Normalformen , welche bemglich die Grad - 
zahlen p 1} p 2 , ...p r haben ; so enthalten diese msammen 
^A T X +Pi — ^ ^2 + #2 1 j ... ^ r +jP r — 

linear unabhangige Constante*). 

*) Fur r binare Formen mit den Ordnungszahlen n t . . . n r findet sieb analog 
die Constantenzahl aller Covarianten mit den Gradzahlen . . . p r gleich 
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§ 10 . 

Invariante Gleichungen. — Das Transformationsproblem. 

Die Bedeutung der Invariantentheorie fur die projective Geometrie 
beruht wesentlicli darauf, dass man alle algebraischen Systeme alge- 
braisch darstellbarer Figuren, welche durch die Gruppe aller linearen 
Transformationen der Ebene in sich selbst ubergefiihrt werden, durch 
gleich Null gesetzte Invarianten oder Covarianten algebraischer Formen 
darstellen kann. Dies wollen wir jetzfc beweisen. 

Wir denken uns eine ebene Figur bestimmt durch eine Reihe 
von gleich Null gesetzten algebraischen Formen F 1} F 2 , . . . F Q ] ein 
algebraisches System solcher Figuren wird dann gekennzeichnet durch 
eine Reihe von algebraischen Gleichungen zwischen den Coefficienten 
von F 17 Fq) und zwar durch solche Gleichungen 7 in welchen 

die Coefficienten jeder einzelnen Form F { rational , gam und homogen 
auftreten. Die Coefficienten dieser Gleichungen selbst konnen beliebige 
rationale oder irrationale Zahlen, oder auch zuui Theil Parameter sein, 
deren Bestimmung vorbehalten bleibt. Wir wollen nun der Einfachheit 
halber solche Gleichungen, in welchen Irrationalitaten auftreten, ausser 
Betracht lassen: Wir denken uns statt der irrationalen Zahlen neue 
Parameter eingefuhrt, und begniigen uns, die aufzustellenden Satze 
fur solche Functionen auszusprechen, welche ausser den Coefficienten 
der Formen F % nur rationale Zahlen und homogen auftretende Para- 
meter enthalten* wobei wir uns den Parametern irgend welche feste- 
aber nicht im Yoraus bestimmte Werthe beigelegt denken. (VgL I, 
§ 2, S. 14.) Wir nennen nun eine Gleickung 17—0 eine „ in- 
variante Gleichung** 7 wenn die Function II ihren Werth Null auch 
dann noch beibehalt, wenn man auf die algebraischen Formen, deren 
Coefficienten die Argumente von II bilden, eine beliebige lineare 
Transformation ausfuhrt, und nun dieselbe Function aus den Coef- 
ficienten der transformirten Formen (II') bildet; wenn also das Be- 
stehen der Gleichung II — 0 immer auch das der Gleichung 11' = 0 
nach sich zieht. Eine Reihe von Gleichungen ilj = 0, iJ 2 = 0, • • * 
heisst ebenso ein „invariantes GleieJmngssystem ic , wenn aus dem gleich- 
zeitigen Bestehen der Gleichungen n x = 0, U 2 = 0, . . . fiir die Coeffi- 
cienten gewisser Formen F u jF 2 > . . . das Bestehen derselben Gleich- 


^ 2 +^ . . . (^r + Pr^j 

Fur den Fall r — 1 ist dieser Satz bereits von Herrn Sylvester auf einem anderen 
Wege abgeleitet worden 20 ). 
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ungen (Ilf = 0, Ilf — 0, . . .) fur die Ooefficienten der Formen 
Ff, Ff, . . . folgt, welche aus den Formen F dureli eine beliebige 
lineare Transformation kervorgehen. Fur algebraiscbe Functionen IT 
der genannten Classe gelten nun die Satze: 

I. 1st II — 0 eine invariante Gleichung , unci ist II eine Function 
des Stamnibereiches (I), so ist II cine gauze Invariante > 

II. 1st n x — 0, J7 2 =» 0, . . . ein invariantes Gleiclmngssystem, 
unci ist jede der Functionen IT; eine Function des Stanmibereiches, so 
hann dasselbe Gleiclmngssystem auch clargestellt werden durch das Null - 
setzen aller Ooefficienten einer oiler mehrerer Covarianten , 21 ) welche 
Normalformen sind (sofern man namlich unter den „Normalformen“ 
auch blose Invarianten mit einschliesst). 

Beweisen wir sogleich den allgemeineren Satz II. Es soil das 
gleicbzeitige Bestehen der Gleickungen II 1 = 0, IT 2 = 0, . . . das Be- 
stehen der Gleickungen Ilf = 0, Ilf — 0, ... zur Folge haben, und 
zwar bei alien Wertken der Ooefficienten der angewandten linearen 
Transformation, Sckreiben wir nun diese leiztere in der Form (2), 
S. 68, und sckreiben wir andrerseits die Functionen il symbolisck, indem 
wir statt der Ooefficienten der Formen F Potenzen und Products der 
Ooefficienten linearer Formen (AT), (BY), ... (VP), ... einfiihren, 
so wird jede der Functionen Ilf, Ilf , ... ein Aggregat von symbo- 
lischen Producten (AX), (AX'), ... (PX'X"), . .., und alle diese 
Functionen mlissen nun verschwinden unabhangig von X, X', X'\ 
Das identiscke Verschwinden einer Form mit den Veranderlichen 
X, X', X" ziekt aber, nach dem Friiheren, das Verschwinden einer 
Reike von Normalformen nack sick, und ist urogekehrt auch wieder 
durck das Verschwinden der letzteren bedingt. Man kann also, statt 
den Inbegriff der Functionen 2I 1; il 2; ... gleich Null zu setzen, 
auch diese Normalformen gleich Null setzen; und damit ist der 
Satz II bewiesen, da die Functionen Ilf, Ilf, . . . im Falle der iden- 
tischen Transformation wieder in die Functionen ITj, II 2 , ... iiber- 
gehen. — Den Satz I erhalt man als besonderen Fall des Satzes II, 
da dann die Veranderlichen X, X', X" ganz in Wegfall kommen 
miissen. Man kann ihn aber auch leicht unmittelbar ableiten. Denn 
ist II— 0 eine invariante Gleickung, und ist II im Bereiche I unzer- 
legbar, so kann man nach Satz I, § 1 ohne Weiteres auf das Bestehen 
einer Gleichung von der Form II-cII' schliessen, wo c nur noch 
von den Transformationscoefficienten abhangt; dann aber folgt, nach 
Satz II, § 1 weiter, dass IT eine ganze Invariante ist. 

Ist aber IT zerlegbar, so wird jeder unzerlegbare Factor, gleich 
Null gesetzt, schon fur sick allein eine invariante Gleichung ergeben, 
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und ist mitkin eine ganze Invariante. Man erhalt also durch Null- 
setzen von ganzen Invarianten und Covarianten wirklieh die (im Sinne 
der Functionentheorie) allgemeinsten invarianten algebraischen Systeme 
von algebraischen Formen. 

Besondere Beaelitung verdient der Umstand, dass sich durch die 
eutwickelte Methode aus den Gleicliungen 17, = 0 solche Invarianten 
und Covarianten ergeben, welche symboliseh mit Factoren der Typen 
(ABC), (AP), ( PQE ) geschrieben werden konnen. Wenn also auek 
nicht der Satz gilt, dass man bei Formen mit besekrankt-verander- 
licken Ooefficienten die ganzen Functionen mit Invarianteneigenschaft 
als ganze Functionen symbolischer Producte dieser Art darstellen 
kann — so gilt doch wenigstens der andere Satz, dass man die in 
Betracht kommenden Beschrankungen selbst durch gleich Null gesetzte 
symbolische Producte erschopfen kann. (Vgl. I. Absck, § 4, S. 20.) 

Betrachten wir eine Anzahl der Formen F l . . . F Qy etwa F x ...Fx 
als gegeben, die Iibrigen Fx+i . . . F Q als veranderlich, so wollen wir 
den Inbegriff aller Formen Fi+\ . . . Fq, welche den Gleichungen 
H x = 0, II 2 — 0 • . . genugen, als eine den Formen F x . . .Fx zuge- 
ordnete ^covariante Fornienschaar (C bezeichnen. Solche covariante For- 
menschaaren bilden z. B. alle Formen mit geeigneten Ordnungszahlen, 
welche sich durch die Potenzen und Producte der Formen F 1 ...Fx 
linear ausdrucken lassen, ferner alle Formen, welche zu denselben 
Grundformen F x . . . Fx apolar sind, oder zu welchen diese letzteren 
apolar sind, u. s. w. Ein besonders merkwiirdiges Beispiel bildet die 
in § 2 S. 50 betrachtete lineare Formenschaar, welcher die Evectanten 
der sammtlichen Invarianten einer Grundform F angehoren. Aus 
unserein Satze folgt, dass alle diese Sehaaren, in welchen keineswegs 
die einzelne Form eine Covariante der Grundformen F x . . . Fx zu sein 
braucht, sich defmiren lassen durch gleich Null gesetzte simultane In- 
varianten und Covarianten der Formen F x . . . Fx, Fx+i . . . Fq. Wir 
werden spater eine simultane Covariante bestimmen, derenYerschwinden 
die Abhangigkeit zwisehen der Grundform F und der Evectante einer 
iibrigens nicht weiter bestimmten Invariants von F ausdriickt. — 

Betrachten wir wieder ein System von Formen F x ... F Q , und 
denken uns dasselbe der Gesammtheit aller linearen Transformationen 
unterworfen. Dann werden wir unendlicli viele andere Systeme er- 
halten, von denen jedes einzelne F x . . . F e ' mit Riieksicht auf seine 
invariant en Eigenschaften das ursprungliche vertreten kann, also in 
gewissem Sinne als von jenem nicht versehieden (ihm gleichwerthig, 
aquivalent) betraehtet werden darf. Ebenso diirfen als gleichwerthig 
dem urspriinglichen System alle diejenigen angesehen werden, welche 
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aus dem System der Formen F 1 . * . F Q oder dem transformirten System 
Ff . . . Fq dadurch hervorgehen, dass man die einzelnen Formen mit 
willklirlichen Parametern multiplicirt, da wir ja nur solche Functionen 
der Coefficienten der Formen F t . . . F Q betrachten, welcbe homogen 
sind in Bezug auf die Coefficienten jeder einzelnen Grundform. Die 
Antwort auf die Frage: Wann zwei Formensysteme in diesem Sinne 
gleichwerthig sind, ergibt sieh leicht aus den Satzen I und II. Er- 
setzen wir den Inbegriff der Formen r i F l durch den Inbegriff der 
Gleichungen Ft — 0, was offenbar gestattet ist, so konnen wir diese 
Antwort so ausdrucken: 

III. Es sei vorgelegt ein System von algebraischen Formen F l} 
F 23 , . . F q , und ein anderes F x ' 9 Ff . . . Fq 9 dessen Formen beziehungs- 
weise dieselben Ordnungszahlen hciben , ivie die Formen F. Die noth - 
wendige und ausreichende JBcdingung dafur, dass das Gleichungssystem 
F t — 0 ... Fq — 0 durch lineare Transformation in das Gleichungs - 
system Ff — 0 ... Ff — 0 iibergefiihrt werden Icann, ist dlsdann die , 
dass in dem System der Formen F' zwischen den ganzen Invarianten 
und Covarianten dieselben Relationen bestehen , wie in dem System der 
Formen F. 

TJnter einer ,, Relation “ zwischen ganzen Invarianten, verstehen wir 
hier eine solche Beziehung , ivelche sick durch das Null-Setzen einer 
nicht identisch verschivindenden rationalen oder doch nur numerisch 
irrationalen ganzen Invariante ausdrucken lasst , 22 ) 

Zunachst ist klar, dass die angegebene Bedingnng jedenfalls noth- 
wendig ist; zwei Gleichungssysteme Fi = 0 und FI — 0, zwiscben 
deren entsprechenden Formen Relationen mit verschiedenen Coeffi- 
cienten bestehen, konnen durch lineare Transformation sicher nicht in 
einander ubergefuhrt werden. Wir haben also nur noch einzusehen, 
dass das angegebene Kennzeichen auch ausreichend ist. 

Um bei dem Beweise dieses Satzes die Analogie mit gelaufigen 
anschaulichen Yorstellungsweisen hervortreten zu lassen, und so eine 
kurzere und einfachere Ausdrucksweise zu ermoglichen, wollen wir, 
wie frtiher (S. 14), die sammtlichen N Coefficienten der Formen F XJ 
F 2) ... als Cartesische Coordinaten in einera „Raume von N Dimen- 
sioned' R deuten. Jedem Formensystem F , in dessen Formen wir 
die Coefficienten zunachst als unabhangige Grossen ansehen, entspricht 
dann ein bestimmter Punkt P des Raumes P. Wir mogen nun zu- 
nachst bemerken: 

„Die Gesammtheit aller durch die linearen Transformation en der 
Ebene bestimmten linearen Transformationen der Formen F bildet 
zusammen mit den Transformationen: 
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F x — r x F 1} . . . Fq — FqFq, 

worm r x . . . r Q beliebige Parameter bedeuten, eine continuirliche 
Transforinationsgruppe @8+^ des Raumes R*) Ein Punkt P von R 
gebt bei den Transformationen dieser Gruppe in die Punkte eines 
algebraiseben Raumes M von 8 + p — - <5 Dimensionen fiber, wobei 
(> 0, < 8) die Parameterzahl der Gruppe von linearen Transforma- 
tionen ist, welclie das Gleichungssystem F x = 0 . . . — 0 in sich 

selbst uberfiih:ren“. 

Das Erste ist selbstverstandlieh. Die Riehtigkeit der zweiten Be- 
bauptung erkennen wir, wenn wir auf die Formen F zuerst alle Trans- 
formationen Ft = fiFi anwenden; der Punkt P gebt dann in oo<? Punkte 
P' fiber. Die Mannigfaltigkeit der Formen F' gestattet nun noeh 
gerade so viele (<?) lineare Transformationen von der Determinante 
Eins, als das Gleicbungssystem F x — 0 . . . Fq = 0. Der Punkt P' 
nimmt also bei Hinzufugung der linearen Transformationen von der 
Determinante Eins nicbt oc^ 8 , sondern nur verschiedene 

Lagen an; und diese bilden, wie in dem Hilfssatze gesagt, natlirlicb 
eine zusammenhangencle, und zwar algebraische Mannigfaltigkeit M. 

Diese Mannigfaltigkeit If, sowie aucb den Inbegriff der ihren 
Punkten zugeordneten Formen, bezeichnen wir als einen „Korper“. 
Derselbe hat die eharakteristisehe Eigenscbaft, dass seine Punkte clurch 
die Transformationen der Gruppe ©8+^ transitiv transformirt werden, 
cl. h. dass ein jeder Punkt allgemeiner Lage des Korpers durch Trans- 
formationen der Gruppe in jeden anderen fibergefuhrt werden kann; 
es versteht sich von selbst, dass jede andere Mannigfaltigkeit, welcke 
durch die Transformationen der Gruppe in sich selbst fibergefuhrt 
wird („ invariante Mannigfaltig7mt ie ) von solcben Korpern beschrieben 
werden kann. 

Der Korper M, welcber also die Dimension 8 -J - q — 6 bat, kann 
durch ein System algebraiscber Gleichungen zwiscben den Coeffieienten 
von F x . . . Fq dargestellt werden; und zwar durfen wir annebmen, 
dass diese Gleichungen homogen sind in den Coeffieienten jeder ein- 
zelnen Form Fi , da M die Transformationen P/ — nFi gestattet. 
Diese Gleichungen bilden aber, nacb unserer Definition, ein „invariantes 
Gleicbungssystem^. Es wird sich also nach Satz II jede durch einen 
ihrer Punkte P bestimmte oder „erzeugie“ Mannigfaltigkeit M durch 
Nullsetzen gewisser (im Allgemeinen nuiiieriscb irrationaler) ganzer 
Invarianten und Covarianten darstellen lassen. 


*) Auf diese, und einige andere bier zu betraehtende Gruppen werden wir 
spater nocb zurCickkommen. 
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Nelimen wir nun an, der Punkt Y sei ein Punkt, fur dessen ent- 
sprechende Formen diese Invarianten verschwinden, so ist er ein Punkt 
des Ivorpers M. Daraus kann indessen im Allgemeinen noch nicht 
gefolgert werden, dass der Punkt P durck eine Transformation unserer 
(8 + (>)'gliedrigen Gruppe in den Punkt Y fibergefuhrt werden kann. 
Denn, obwokl M durch die Gruppe @8+^ transitiv transformirt wird, 
so kann es doch auf M gewisse Punkte geben, in welche man den 
Punkt P nicht durch eine Transformation von der Determinante Eins 
fiberffihren kann, ohne dass gleiehzeitig einige der Co efficient en der 
Transformation in's Unendliche wachsen. Es werden also zu unseren 
Gleichungen gewisse Ungleichungen hinzugefugt werden mfissen, welche 
besagen, dass P r kein solcher Ausnahmspunkt ist. Sei nun P x ein 
Ausnahmspunkt, und wenden wir auf die zugehorigen Formen wieder 
die oo s linearen Transformationen und die oo? multiplicativen Aender- 
ungen an, so erhalten wir eine aus Ausnahmspunkten bestehende 
algebraische Mannigfaltigkeit M 1} welche ganz auf M enthalten ist, 
wiederum einen Korper vorstellt, und ebenso wie M selbst durch gleich 
Null gesetzte Invarianten und Covarianten dargestellt werden kann. 
Unter diesen werden sich auch alle die Invarianten und Covarianten 
befinden, durch deren Yerscliwinden die Mannigfaltigkeit M gekenn- 
zeichnet wird; das Nicht-Verschwinden der neu hinzugetretenen Formen 
wird dann die Bedingung daffir, dass ein Punkt Y von M nicht auf 
M x liegt. Gleiches gilt fur einen zweiten Ausnahmspunkt P 2 von M 7 
der nicht auf M x liegt: Er erzeugt eine Mannigfaltigkeit Jf 2 , die 
wieder ebenso ausgeschlossen werden kann, u. s. f. Nun liegt aber 
der erste Punkt P nach Voraussetzung nicht auf M 1P M 2) . es ge- 
niigt also zu sagen, dass fur die Formen F r dieselben Invarianten 
und Covarianten verschwinden niiissen, wie fur die Formen F, und 
keine weiteren. — 

Die vorstehende Betrachtung fiihrt uns weiter zur Bestimmung 
der Anzahl der algebraisch unabhangigen absoluten Invarianten im 
System der Formen F*. 

Wir haben in unserem Beweise die Transformationen der Gruppe 
($ 8 - 1 ^ ausgefiihrt auf irgend ein bestimmtes Formensystem F ly F 2 , . . . 
Fassen wir nun die ganze Mannigfaltigkeit aller Formensysteme mit 
denselben Ordnungszahlen in's Auge, so erhalten wir fur die Zahl <5 
eine untere Grenze s Q> 0), welche von keinem derselben fiber- 
schritten wird. Wir haben damit eine Zerlegung (S. 14) des Raumes 
B in Korper M von der grosstmoglichen Dimensionenzahl 8 + q — s } 
deren jeder algebraisch ist, und welche auch zusammen ein alge- 
braisches System bilden. Wir konnen nun eine bereits frfiher (S. 15) 
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gebrauchte Schlassweise auch bier anwendeii, und finden, dass sick 
die einzelne Maunigfaltigkeit M durcli N — 8 — q — s unabhangige 
Functionen, und zwar iusbesondere durcli ebensoviele rationale, allseitig 
homogene Functionen nullten Grades darstelleu lasst.*) Damit haben 
wir den Satz: 

IV. In clem System cler q algebraischcn Formen F u F % , . . . F^, 
deren Coefficienten cds vbllig unabhangige Parameter gedacht warden, 
gibt es stets N — 8 — * q + s unabhangige rationale absolute Invari - 
anten, von ivelchen alle anderen absoluten Invarianten Functionen sind. 
N hedeatet hier die Zahl cler Coefficienten cler Formen F, s die Para- 
meter mill der Grujype von Unearen Transfonnationen, welche das 
Gleiclbungssystem F t = 0 . . . F Q = 0 in sich selbst iiberfuhren 23 ). 

Die Anzakl der unabkangigen Bedingungen, welche erfiillt sein 
miissen, damit zwei Gleichungssysteme F x = 0 . . . F Q — 0 und 
Ff — 0 . . . Ftl — 0 in einander iibergefiihrt werden konnen, ist hier- 
nacb im Allgemeinen N — 8 — q + s. Hinreichend sind solche 
N — 8 — q 4" s Bedingungen aber im Allgemeinen nicht. Dagegen 
besitzen wir in Satz III ein Kriterium, das gar keiner Ausnahme 
unterworfen ist, dafiir aber eine iibergrosse Anzakl von Bedingungen 
entkalt 24 ). 

Als Gegenstiiek zu dem Theorem IV sekliessen wir hier den 
Satz an: 

V. In demselben Formensystem gibt es N — 8 + t unabhangige 
ganze Invarianten, von ivelchen alle iibrigen Invarianten Functionen 
sind. #*(< 5) ist hier die Parameterzahl der Gruppe von Unearen 
Transfonnationen , ivelche das System der Formen F x ... Fq in sich 
selbst iiberfiihren. 23 ) 

Dies ergibt sick sofort ; wenn wir an Stelle der obigen Gruppe 
© 8 _{_£ die gelegentlich bereits betrachtete Gruppe @ 8 setzen, die man 
erhalt, wenn man auf die Formen F nur die linearen Transformationen 
von der Determinante Eins allein ausfuhrt. 

Es sind nur sekr wenige Falle, in welchen die in den letzten 
Satzen auftretenden Zahlen s und t einen von Null verschiedenen 
Wertk haben. Es verlohnt sich daher, dieselben einzeln aufzuzaklen. 
Wir stellen der leichteren Uebersicht halber die Systeme der Formen F 


*) Namlich in der Umgebung einer Stelle allgemeiner Lage. Dass dieselben 
Functionen moglicherweise noch andere Mannigfaltigkeiten darstelleu, die sich 
aus den Mannigfaltigkeiten M uicht durch analytische Fortsetzung ergeben, 
kommt hier nicht in Betracht. 
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durch die symbolischen Ausdrucke dieser Formen dar, und fiihren von 
zwei emander dualistiscli gegemiberstehenden Systemen nur das eine 
an. Es bleiben dann nock die folgenden Systeme: 


1) F — (AX) 

Abs. Invar. 0. 

2) F=(AX) F t — (BX) 

Abs. Invar. 0. 

3) F=(AX) F x = (BX) F 2 = (CX) 

Abs. Invar. 0. 

4) F=(AX) F t = (UP) 

Abs. Invar. 0. 

5) F = (AX) F x = (BX) F, = (UP) 

Abs. Invar. 0. 

6) F = (AX) 2 

Abs. Invar. 0. 

7a )F=(AXy F t — (BX)] 
lh)F=(AXf F t = (UP)j 
Abs. Invar. 0. 

8) F = (BX) (UP) 

Abs. Invar. 2. 

1st F eine Normalform, so bleibt s — 2, t 
fur die Zahlen der 

Abs. Invar. 1. 

9) F=(AX)(BT) 

Abs. Invar. 1. 


5 = 6 t — 5 
Invar. 0. 

5 = 4 t = 2 
Invar. 0. 

5 = 2 t = 0 
Invar. 1. 
s = 4 t = 3 
Invar. 1. 

5 = 2 *=1 

Invar. 2. 
s = 3 * = 3 
Invar. 1. 

5=1 t — 1 

Invar. 2. 

5 = 2 t = 2 
Invar. 3. 

2 ; und man erhalt 

Invar. 2. 

5 = 1 t= 1 
Invar. 2. 


In alien diesen Fallen sind die vorliandenen Invarianten und ab~ 
soluten Invarianten sofort hinzuschreiben, auch ist der Nachweis leicht 
zu fuhren , dass es keine weiteren gibt; endlieh ist sehr leicht einzu- 
sehen, dass die aufgezahlten Falle die eimigen sind, in welchen die 
Zahl s von Null verschieden ist. 

Wir wollen nun den Satz V unter Ausschluss der aufgezahlten 
besonderen Falle noch eimnal auffiihren, und zwar in der speciellen 
Fassung, in welcher er fur Einzeluntersuchungen Bedeutung gewinnt: 

VI. Keymt man in dem System der allgemeinen algebraischen 
Formen F x ...F„ wclche misammen N unabhangige Constante be - 
siken, ein System von r algebraischen Invarianten, durch welche sich 
alle anderen ausdriichen lassen , so bestehen mischen denselben r — N + 8 
unabhangige algebraische Identitaten . Ausgenommen sind nur die auf- 
gezahlten Formensysteme 1) ... 9). 

Aus dem Satze VI folgt z. B., dass die Identitat 0=0 (S. 75) 
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und ihre algebraisehen Folgen die einzigen Identitaten sind ; welclie 
zwischen den 11 Invarianten 

(tfitTO, M, (UiX,) (0 - 1, 2, 3, * - 1, 2, 8) 

der seeks linearen Formen 

(U.X), (U 2 X), (U S X), (UXO, (UX 2 ), (UX & ) 

bestehen; ein Ergebniss, das auch unmittelbar aus deni Satze des § C 
abgeleitet werden kann. 

Ferner findet man, dass die Identitat D = 0 (S. 81) die einzige 
Identitat ist, welclie zwischen den 16 Invarianten vom Typus ( U{X Z ) 
der linearen Formen (UiX), (UX y ) (i, n = 1 ... 4) besteht. Fugen 
wir namlieh die Invariante (J^D^tTg) hinzu, so werden durch diese 
und die Invarianten ( U t X x ) vermoge der Identitat C — 0 zunachst 
alle Invarianten vom Typus ( [XiX y Xi ), dann durcb diese und die 
Invarianten (U{X y ) auch alle Invarianten vom Typus (UiUyUi), 
rnithin uberhaupt alle Invarianten des Systems (rational) darstellbar. 
Wir liaben also N == 24, r — 17, erbalten mitbin zwischen unseren 
Invarianten nnr eine Identitat, die Identitat D~ 0, in welcher die 
Invariante ( ZTj ?7 2 f7 3 ) gar niclit auftritt. — 

Das oben in Satz III aufgestellte Kennzeichen dafiir, dass zwei 
Gleichungssysteme Ft — 0 und F[ = 0 durch lineare Transformationen 
in einander ubergefiihrt werden konnen, gilt vollig allgemein, welclien 
Werth auch die in der Ableitung auftretende Zahl 6 baben mag. Die 
Falle, in denen die Zahl 6 ihren kleinstmoglichen Betrag s iiberschreitet, 
sind xndessen nur als Ausnahmen zu betracliten; sie haben einen in um 
so hoherem Grade singularen Charakter, je grosser die Zahl der Formen 
Fi und je hoher die in ihnen auftretenden Ordnungszahlen sind. — 

Die Frage, welches die Parameterzahl a der Gruppe von linearen 
Transformationen ist, durch welclie ein gegebenes Gleichungssystem 
Fi = 0 in sich selbst ubergefiihrt werden kann, sebeint auf den ersten 
Blick ein schwieriges Eliminationsproblem darzubieten. Aus der Be- 
trachtung der sogenannten infinitesimalen Transformationen ergibt sich 
indessen, dass man diese Zahl sehon durch Discussion eines Systems 
von linearm Gleichungen bestimmen kann. (Vgl. §15.) — 

Sehliesslich sei noch bemerkt, dass man die Entwickelungen 
dieses Paragraphen, die sich zunaclist auf Formen mit unabhangigen 
Coefficienten beziehen, olme Weiteres auf Formen ausdehnen kann, 
deren Coefficienten durch das Verschwinden linearer Covarianten an 
einander gebunden sind. Die Reihe der auf Seite 108 angegebenen 
besonderen Formen erfahrt dann keine andere Erweiterung, als die 
unter 8) bereits augefuhrte. 
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§ 11 . 

Die Mannigfaltigkeit aller Normalformen (m, n). 

Die Gesammtheit aller Normalformen derselben Ordnung m und 
Classe n bildet ein lineares System mit 

(m + 1) (n + 1) (m + n + 2) 

bomogen anftretenden Parameter^ dessen gleich Null gesetzte Formen 
eindeutig umkehrbar auf die Punkte oder Raume (N — l) ter Stufe eines 
linearen Raumes 5ft N tQV Stufe oder (N — l) ter Dimensionen bezogen 
werden konnen, etwa indem man die linear unabhangigen Constanten 
der Normalform als homogene Coordinaten in jenem Raume deutet 
Wir wollen diese Beziehung hier etwas naher in’s Auge fassen, wenig- 
stens soweit es fiir unsere ferneren Zwecke dienlich erscheint. 

Wir stellen die beriihrfce Abbiidung am Besten dar durch eine 
algebraische Form, welche neben den Yeranderlichen X und U des 
ternaren Gebietes noch eine Yeranderliche U des Gebietes N t6T Stufe 
enthalt, welche linear auftritt, und mit welcher wir den Begrifif eines 
Gebietes (N — l) ter Stufe verbinden wollen. Wir schreiben diese Form 
symboliseh: 

(1) 2ft = {U2ft} ( BXY(VPy , 

wobei der leichterer Unterscheidung halber in geschweifte Klammer ge~ 
stellte Ausdruck einen symbolischen linearen Factor des Gebietes 5ft 
bedeutet, und erst je ein Symbol 2ft mit m Symbolen B und n Sym- 
bolen P multiplicirt eine wirkliche Bedeutung erlangt. Wir wollen 
annehmen, dass die Form 2ft allgemein genug gewahlt sei, um bei 
unbeschrankt verauderlichem U die Gesammtheit aller Normalformen 
{m, n) darzustellen. Die Gleichung 2ft = 0 vermittelt uns dann aber 
nicht allein eine Beziehung der Raume U (N — l) ter Stufe von 5ft auf 
die Normalconnexe {m } n), sondern lehrt uns auch zu jedem Normal- 
connex (n } m) der Ebene einen entsprechenden Punld von 5ft finden: 
Man hat nur in 2ft die Yeranderlichen U und X durch Symbole einer 
Normalform (n, m) zu ersetzen, und dann in der Gleichung 2ft = 0 
den Raum U als veranderlich zu betrachten, um die Gleichung des 
betreffenden Punktes zu erhalten. Auch diese zweite Beziehung ist 
eine eindeutig-umkehrbare; denn erhielte man auf die angegebene Art 
nicht alle Punkte von 5ft, so miisste es mindestens einen Normalconnex 
(m 9 n) geben, dessen entsprechender Raum U alle jene Punkte triige; 
und dieser Connex ware dann zu alien Connexen (n, m) conjugirt; die 
Normalformen ( n , m) hingen also von weniger Pa^ametern ab, als die 
Normalformen ( m , n ). Auch die zweite Abbiidung ist mithin in beiden 
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Richtungen eindeutig; einer Normalform n) und einer Normalform 
(n, m), welche conjugirt sind, entsprechen bemglich ein Raam U und tin 
Punkt X, welche vereinigt liegen, und umgekehrk (Vgl. § 1, S. 38.) 

Die Gleichung 9ft = 0 vermittelt beide Abbildungen aber nur in 
einer Richtung; in der anderen werden sie naturlich durch eine ebenso. 
bescbaffene Form vermittelt ; in welcher nur die Zahlen m nnd n ver- 
tanscht sind } nnd statt U nun die Veranderliche 3£ auftritt. Wir 
sehreiben fur diese Form: 

( 2 ) si — {vix}(un'r(Bxy. 

Sie ist bis auf einen Zablenfactor vollig bestimmt, und als Covariante 
(I, § 4, S. 21) der Form 9ft darstellbar (vgl. § 13); indessen sclieint ilire 
Darstellung in invarianter Form im Allgemeinen mit betrachtlichen 
Schwierigkeiten verkniipft. 25 ) Hier geniigt es fur uns, ein System 
linearer Gleichungen zu kennen, welches hinreicht, um die Form ft 
bis auf einen willkiirlieh bleibenden Zahlenfactor zu bestimmen. Eiu 
solches erhalten wir, in doppelter Form, wenn wir ausdriicken, dass 
die Bedingung des Conjugirt -Seins der ternaren Formen 9ft und 91 
sich auf die Bedingung der vereinigten Lage von U und 3£ reducirt, 
oder dass umgekekrt die Bedingung der vereinigten Lage fur die den 
Normalconnexen (m, n) und (n, m) entsprechenden Raumelemente von 
ft in dem Conjugirt- Sein der Connexe ihren Ausdruck findefc. Auf 
dem ersteren Wege gelangen wir zu der Relation: 

(3) [um\ (BP)* {91X} = {U3£}.S, 

wobei 

(4) 3 — {912R} ( Bny (BP)” 

eine simultane Invariante der Formen 9ft und ft, und also im Falle 
invarianter Darstellung von 91 eine Invariante der Form 9ft ist — 
wie man sich unschwer iiberzeugt, die einzige Invariante, welche diese 
Form besitzt. Das zweite Gleicbungssystem konnen wir ohne Weiteres 
aus dem ersten ableiten (wie auch umgekehrt). Stellen wir namlich 
zunachst in der Gleichung (3) die Veranderliche 3£ durcli eine ternare 
Normalform $ = (UQ) m (CX) n dar, vermoge der Substitution: 

{U3£} = {U9ft} ( BQY{CPy , 

so erhalten wir die Relation: 

{it 9ft} (. any (b py {ft9ft'} (b'qy (cp r y = {U9ft} (bqy ( cpy% 

welche richtig ist fur die Coefficienten jeder Normalform <2>. 

Jetzt konnen wir aber links und rechts statt der Symbole der 
ternaren Form (U9ft) (. BX) m UP) n Symbole irgend einer Normalform 
F , oder auch beliebige Symbole V und Y einfuhren, weil die hierbei 
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neu hinzutretenden Glieder sammtlich verschwinden. Wir erhalten 
dann die Identitat: 

(4a) (rn) m (B 7)* {VIM} (B Q) m (CP) n — (VQ) m 

welche bereits die gesuchte Relation darstellt. Wollen wir auch statt 
der Symbole C und Q Veranderliche einfuhren, so nimmt sie die 
Form an: 

(. BX) m (UP) n {VIM} (VIT) m (B T) n 


(m + n + 1' 


(uxy {VY)* (TJYf* 




Jedes der Gleickungssy sterne (3) und (5) vertritt N 2 -— 1 linear 
unabhangige Gleichungen zur Bestimmung der Verhaltnisse der N 2 
Coefficienten der Form wir werden dieselbe daher jetzt als eine 
bekannte Grosse anseheii diirfen. 


Jeder* linearen (oder dualistischen) Transformation der Ebene ent- 
spricht eine bestimmte lineare (oder dualistische) Transformation des 
Raurnes 9t, welche man sofort kinschreiben kann. Suckt man zu einem 
Punkte von Vi vermoge der Gleichnng = 0 die entspreckende 
Form <£, transformirt diese linear, und suckt dann wieder vermoge* 
3Jt — 0 den entspreckenden Punkt, so erkalt man eine algebraiscke 
Form, welcke gleick Null gesetzt die Transformation % des Raurnes 
darstellt, welcke der gegebenen Transformation des ternaren Gebietes 
entspricht. Es ist begrifflick klar 5 und wir werden es spater (in § 16) 
durch Recknung bestatigen, dass die Gesammtheit der Transforma- 
tionen X eine acktgliedrige Gruppe (g 8 ) von linearen Transformationen 
bildet, welcke mit der Gruppe aller linearen Transformationen der 
Ebene gleickzusammengesetzt ist. Ebenso erkalt man nacli Hinzu- 
fiigung der dualistiscken Transformationen der Ebene eine entspreckende 
Gruppe von linearen und dualistiscken Transformationen des Raurnes 
In ihr ist die erste Gruppe von linearen Transformationen invariant; 
die Gruppe g 8 ist also zu sick selbst dualistisck. 

Es hat auf Grund der Betracktungen des § 10 keine Sckwierig- 
keit, alle invarianten Gleickungen und Gleiekungssysteme dieser Gruppe 
anzugeben, d. k. alle Mannigfaltigkeiten zu bestimmen, welcke durcli 
die Transformationen der Gruppe in sick selbst ubergefuhrt werden. 
Man kat zu diesem Zwecke nur die Invarianten und Covarianten der 


Form diese als eine ternare Form aufgefasst, gleick Null zu setzen; man 
kann aber jene Mannigfaltigkeiten eben so leicht auch durch Gleichungs- 
systeme darstellen, welche in Bezug auf das ternare Gebiet die Form 
bloser Invarianten haben. Besonders bemerkenswerth sind unter diesen 
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Gleichungssystemen diejenigen 7 welehe „ Korper <( darstellen, d. h. solche 
invariante Mannigfaltigkeiten, deren Punkte durcli die Gruppe g 8 tran- 
sits transformirt werden, und welehe daher die erzeugenden Blemente 
aller anderen invarianten Mannigfaltigkeiten sind. (S. 105.) Unter ihnen 
sind wieder ausgezeiclinet die Korper niedrigster Dimension, von welchen 
man sofort einsieht, dass sie auf alien ubrigen enthalten sein miissen. 
Die Gruppen g 8 zerfallen hiernach in zwei Classen, je nachdem die 
niedrigste invariante Mannigfaltigkeit ein zweifacli oder ein dreifach 
ausgedehnter Korper isi Der erste Fall tritt ein, wenn eine der 
Ordnungszahlen des als Raumelement eingefiihrten Normalconnexes, 
sagen wir die Zahl n, den Werth. Null hat. Betraehten wir dann in 
der Gleichung 9JI = 0 den Raum 11 als Veranderliehe, und lassen den 
Punkt X die ganze Ebene durchlaufen, so erhalten wir in R die Punkte 
einer Flache [von der Ordnung m 2 ], welehe auf die Ebene eindeutig- 
umkehrbar, und zwar ohne Ausnahmspunkte abgebildet ist. Es sind 
dies die bereits von einigen Mathematikern betrachteten „Normal- 
flachen", von welehen alle anderen rationaleu Flachen Projectionen 
sind. Sind m und n dagegen beide von Null verschieden, so ist der 
Korper niedrigster Dimension ein dreifach ausgedehnter Raum [von 
der Ordnung 3 dessen Punkte nunmehr alien Linien- 
elementen der Ebene ausnahmslos eindeutig entspreehen, und weleher 
in ahnlichem Sinne als ein der Mannigfaltigkeit aller Linienelemente 
der Ebene zugeordneter „Normalraum“ bezeiehnet werden konnte. In 
beiden Fallen ist die niedrigste Mannigfaltigkeit der Durchschnitt 
eines mit leichter Muhe darzustellenden linearen Systems von quadra- 
tischen Mannigfaltigkeiten, durch welches sie vollstandig definirt 
wird. Eine lineare Mannigfaltigkeit von weniger als N — 1 Dimen- 
sionen, welehe bei den Transformationen der Gruppe g 8 stehen bliebe, 
gibt es nicht. Denn eine solche miisste darstellbar sein durch Null- 
setzen einer oder mehrerer Invarianten oder Normalformen, welehe 
lineare Covarianten des als Raumelement eingefulirten Normalconnexes 
(m 9 n) sind; nach einem bereits mehrfach benutzten Satze ist aber 
jede solche Covariante ein Vielfaches der Form (m, n) selbst. Es 
wird also auch keine bei den Transformationen von g 8 invariante 
Mannigfaltigkeit in einem linearen Raume von weniger als N — 1 
Dimensionen enthalten sein konnen. 

Beilaufig sei bemerkt, dass die hier betrachteten Gruppen g 8 die 
eindgm projectiven Gruppen sind, welehe mit der achtgliedrigen Gruppe 
der Ebene gleiehzusammengesetzt sind, und ausserdem die Eigenschaft 
haben, keine linearen Mannigfaltigkeiten stehen zu lassen. Ich be- 
halte mir vor, bei spaterer Gelegenheit ausfiihrlich auf diese Dinge 

Study, Tenure Pormen. 
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zuruekzukommen. Es wire! dann u. A. das Problem in Angriff ge- 
nommen werden: „Alle projectiven Gruppen zu finden, welcbe mit der 
allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzt sind.“ 
Einige bereits sehr allgemeine Gruppen dieser Art werdem wir im 
folgenden Paragraphen betrachten; auch wollen wir spater, in § 16 
und § 17, noch naher anf die Tbeorie dieser Gruppen eingeben. 

§ 12 . 

Geometrische Deutung der Reihenentwickelungen 
der Invariantentheorie. 

Durcb eine leiebte Verallgemeinerung der Betrachtungen des 
vorigen Paragrapben gelangen wir dabin, einen Tbeil der Satze der 
§§ 3, 4, 7, 8 aucb begrifflich einzuseben ; oder dieselben wenigstens 
durcb parallel gebende begrifflicbe Ueberlegungen zu erlautern; und 
wir wollen eine solcbe Erganzung unserer Untersuchungen urn so 
weniger unterdriicken, als wir durch dieselbe, wie icb glaube, einen 
tieferen Eindruck in das Wesen der Reihenentwickelungen der In- 
variantentbeorie erbalten. 

Fiibren wir zunaebst eine allgemeine Form, d. h. eine solche, 
welcbe niebt durcb das Yerscbwinden gewisser linearer Covarianten 
in ibrer Veranderlichkeit besebrankt ist, als Raumelement ein, so er- 
balten wir aucb jetzt wieder eine doppelte Beziehung der Elemente 
eines boberen Raumes 9ft auf Formen des ternaren Gebietes, welcbe 
ihren analytischen Ausdruck durcb das Nullsetzen zweier einander 
dualistisch gegentiberstebender algebraiscber Formen findet: 

(1) 

(2) 91 = { 91 £ } ( u; JIO"- - ■ - (Bj_ • • • . 

Sei N die Constantenzahl der Formen (m ly m ... n X) ...) ; deren 
lineare Mannigfaltigkeit in den Ausdriicken 9ft und 5ft ibre Parameter- 
darstellung findet, so sind U und 3£, wie in § 11, einander dualistiscb 
gegeniiberstehende Raumelemente eines Gebietes N t6X Stufe 91, u. s. w. 
Die Formen 9ft und 91 sind durch die Relationen verkniipft: 

(3) { U9ft } (J5j Hi)®* • * • (B x P t ) ni * • * {SUE} = {U3EJ.3 

worin 

(6) 3-y{SK)(B,iI 1 )'-(B 1 P I )'- 

wiederum die einzige Invariante der Form 9ft darstellt. 
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Der Gruppe aller linearen Transformationen der Ebene entspricht 
wieder eine gleich zusainmengesetzte, zu sicli selbst dualistisclie Gruppe 
von linearen Transformationen des Raumes 9ft, deren allgemeinste 
Transformation man sofort hinschreiben kann. Diese Gruppe g 8 unter- 
seheidet sicli indessen von der im vorigen Paragraphen betraehteten 
wesentlich dadurch, dass bei ihren Transformationen gewisse lineare 
Mannigfaltigkeiten des Raumes 3ft stehen bleiben; in der That hat 
man ja nur irgend eine lineare Covariante der ternaren Form 3K 
gleich Null zu setzen, um eine solche invariante Mannigfaltigkeit zu 
erhalten. 

Denken wir uns nun die ternare Form 0 mit den Ordnungs- 
zahlen (n 17 n 2 , ... m l} m 2> . . .) ausgedrilckt durch die zugehorigen 
Formen 0 0 , 0 17 ... eines vollstandigen Systems von Elemental 
eovarianten W 07 W l7 . .., und suehen wir vermoge der Gleichung: 

(6) o = [2K, #] = [9K,® 0 ] + [2R,^ 1 ] + --., 

oder ; nach Einfiihrung einer neuen symbolischen Bezeichnung fur die 
einzelnen Glieder der.rechten Seite, vermoge der Gleichung: 

(6b) 0={U$} = {U^ 0 } + {U^} + --. 

den Punkt des Raumes 3ft, welcher der Form 0 in unserer Ab- 
bildung entspricht. Dann sieht man aus der vorstehenden Formel, 
dass dieser Punkt linear abhangig ist von den Punkten 5p i; welche 
beziiglich den Formen 0 O , 0 17 . .. in der Abbildung zugeordnet sind. 
Diese Punkte $J$ 1? ... aber gehoren bestimmten, von vorn herein 
angebbaren invarianten linearen Mannigfaltigkeiten an: nimmt man an, 
dass die Elementareovarianten 9^, ..., 3^— i, 9^+1... alle ver- 
schwinden, und betraehtet man dann die Coefflcienten von als 
veranderlich, so erhalt man alle Punkte einer linearen Mannigfaltig- 
keit von 9ft, welche auf die Mannigfaltigkeit der Formen eindeutig 
umkehrbar bezogen ist, und bei linearer Transformation der Ebene 
in der im vorigen Paragraphen geschilderten Weise, transformirt wird. 
Man erkennt nun sofort: 

Bemchnet man mehrere lineare Mannigfaltigkeiten eines Baumes 9ft 
dann als „vollstandig schief u , wenn die Summe Hirer StufenmMen gleich 
ist der Stufenmhl ihres kleinsten verbindenden Gebietes, d. h. der niedrig - 
sten linearen Mannigfaltigkeit , in welcher sie alle enthalten sind, so ent- 
sprechen den l mgehorigen Formen 0* eines vollstandigen Systems von 
Elementareovarianten der ternaren Form 0 Punkte $p o , ... einer 
Beihe von l vollstandig schiefen, bei der Gruppe g 8 invarianten linearen 
Mannigfaltigkeiten M 0 , M x , . . . , deren verbindendes Gebiet der Baum 9ft 

s* 
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selbst ist Das verbindende Gebiet A ter Stufe der Punkte 5($ 0; 
dm Punkt 5(3, welcher der Form <5 mtgeordnet ist 

Nun wissen wir, class die Form Q nur auf eine einzige Art als 
Summe von Formen darstellbar ist, in welche die Veranderlichen U' 
und X' in derselben Weise eingehen, wie in die Formen @ Q , 0 t) 

(§ 7, Satz 1 und 8.) Dieser Satz erscheint jetzt als Corollar eines 
einfachen Theorems aus der projeetiven Geometrie der hoherem Raume, 
das wir folgendermassen aussprechen konnen: 

Seim M 0? M 1; . . . irgend A vollstdndig schiefe lineare Raume, und 
3? ihr Ueinsies verbindendes Gebiet, sei ferner 5(3 ein Punlct von 9i, ivelcher 
keinem verbindenden Gebiete von irgmd A — 1 jener Rdume angehort, so 
geht durch den Punkt 5)3 ein einmger Unearer Baum A ter Stufe, ivelcher 
die Mamigfaltigkeiten in je einem Punkte 5)3 0 , . . . trifft 

Der leichte Beweis dieses Satzes mag dem Leser uberlassen 
bleiben. Tritt der Punkt 5(3 in das verbindende Gebiet der Mannig- 
faltigkeiten M 1? M 2 , . aber nicht zugleich in eines der anderen 
verbindenden Gebiete von A — 1 Raurnen M*, so geht durch 5(3 nach 
demselben Satze ein einziger Raum A— l ter Stufe, welcher die Raume 
M 1? M 2 , ... in ,j„e einem Punkte trifft; und dieser Raum gibt dann 
mit irgend einem Punkte 5|3 0 von M 0 verbunden ein Gebiet A ter Stufe, 
welches alle Raume M 0 , M x , ... trifft. Es wird also dann der Punkt 5(3 0 
innerkalb M 0 unbestimmt. Man ubersieht sofort, dass diesem Umstand 
in unserem Falle das identische Yerschwinden eines Gliedes der Reihen- 
entwickelung entsprieht, u. s* w. u. s. w. 

Wir betrachten nun neben den Reihen (6) und (6b) zugleich die 
ihnen dualistisch entgegenstehenden Reihenentwickel ungen: 

(7) [5ft, F] = [5ft, F q ] + [5ft, .FJ + ■ • ■ 

(7b) {©3e}-{88 0 S} + {88^}+.... 

Yon diesen gelten naturlich auch die dualistiscb gegeniiber- 
stehenden Aussagen; statt der Darstellung des Punktes 5)5 durch die 
Punkte 5)S 0 , 5)3^ . . . erhalten wir jetzt den. Ausdruck des F zugeord- 
neten Gebietes (N — l) tor Stufe SB durch die den Formen F x zugeord- 
neten Gebiete SB*. Auch diese letzteren gehoren invarianten linearen 
Mannigfaltigkeiten M 0> M 1 , . . . an, deren Stufenzahlen, wenn man sie 
als Orte von Punkten auffasst, sich mit den Stufenzahlen der ent- 
sprechenden Raurue M 0 , M 1) ... zu N ergiinzen mflssen. Und zwar 
gilt der folgende Satz: 

Ist die Beihenentwickelung der Formen F und Q> eine normale, so 
ist die invariantc McmnigfaltigMt M x , der Trdger derjenigen Baume SB*, 
welche dem Gliede F x der Fntwickelmg von F entsprechen, identiseh mit 
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clem verbindenden Gebiete der Relume M 0 , . . M*__i , NU+i . . deren 
Punlde dm Enhvickelungsgliedern 0 O . . . 0y.~~i, 0x+i ... der Form 
0 mgeordnet sind. 

In der That haben wir im Palle einer normalen Entwiekelung die 
Relation [F z , 0{] = 0, und zwar unabhangig von den Werthen der Coef- 
ficienten von F und 0, sobald i =j= x. Diese Relation verwandelt sich aber 
jetzt in die folgende: { } = O 5 und diese sagt aus, dass der Trager 
My. der Raume SB* durch die Gebiete M 0 ... M x ~i ; M*+i ... hindurch- 
geht. Da aber M x gerade dieselbe Stufenzahl besitzt, wie das ver~ 
bindende Gebiet dieser Raume, so ist If* mit deren verbindendem Ge- 
biete identisch. — Auf Grund des vorstehenden Satzes findet nun das 
Theorem 4) des § 7 in der Bemerkung seine Erlauterung, dass ein 
Raum SB*, der mit jedern Punkte von M* vereinigt lage, nicht vor~ 
handen ist, d. h., dass die ei'nen solchen Raum darstellende lineare 
Form, und mit ihr das Entwiekelungsglied F x von F identisch ver- 
schwindet. 

Ist die Elementarcovariante der Form 0 die einzige Elementar- 
covariante mit clen Ordmmgszahlen v, p, so liecjen die invarianten 
Mannigfaltigheiten M* unci If* in 9ft isolirt , cl h. es gibt Imne unendlich 
benachbarte lineare Mannigfaltigkeit, welche gleichfalls alle Transforma- 
tionen der Grippe g 8 gestattet; gehort dagegen einem Gebiete r ter Stufe 
von Elementarcovarianten mit denselben Ordnungszahlen v, g an, so ist 
W x ein Element einer (r — - 1 )-fach ausgedehnten Schaar von linear en 
Rdnmen, deren jeder einzelne bei den Transformationen der Gruppe g 8 
stehen bleibt In allm Fallen gehort zu jeder invarianten linearen Mannig- 
faltigkeit mindestens eine zweite, zu ihr vollstandig schiefe , deren Stufen- 
zahl sich mit der Stufenzahl der ersten zu N ergdnzt. 

Man erkennt die Richtigkeit dieser Satze sofort, wenn man von 
einem vollstandigen System von Elementarcovarianten zu einem anderen 
ubergeht und dabei von der Porderung absieht, dass die Coefficienten 
der Substitutionen ( 6 ), § 7 rationale Zahlen sein sollen. Die Moglich- 
keit, eine Form W x durch eine andere, benachbarte zu ersetzen, hangt 
ja lediglich. davon ab, ob noch andere Elementarcovarianten mit den- 
selben Ordnungszahlen vorhanden sind, oder nicht. Im letzteren Falle 
bleibt die Form in alien Systemen von Elementarcovarianten die- 
selbe; im ersteren kann man von W x in r — 1 unabhangigen Fort- 
sckreitungsriclitungen zu benachbarten Formen ubergehen. 

Dass jeder invarianten linearen Mannigfaltigkeit mindestens eine 
andere, zu ihr vollstandig sckiefe gegenuber liegt, folgt daraus, dass 
man nach § 8 die Entwiekelung von 0 immer so einrichten kann, 
dass ein Theil der zugehorigen Elementarcovarianten ubereinstimmt 
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mit den Elementarcovarianten einer oder melirerer yorgegebenen linearen 
Oovarianten von Beide Theile der Entwickelung sind von einander 
linear unabhangig, und stellen, einzeln gleich Null gesetzt, zwei voll- 
standig schiefe lineare Mannigfaltigkeiten dar, deren Stufensumme N 
betragt. Eine solche Mannigfaltigkeit ist aber zufolge des oben Be- 
merkten die allgemeinste invariante lineare Mannigfaltigkeit. — 

Es gehort nicht allein m jedem vollstandigen System von Elementar- 
covarianten der Form 0 ein System von vollstdndig schiefen invarianten 
Mannigfaltigkeiten des Baumes 97 — dies batten wir bereits oben be- 
merkt — , sondern es gehort auch umgelcehrt m jedem System von voll- 
stdndig schiefen invarianten Mannigfaltigkeiten von 97, deren Stufen- 
summe gleich der Stufe N von 97 ist, eine bestimmte Beihenentwickelung, 
sobald nur jene Mannigfaltigkeiten kleinste sind, d. h. nicht noch invariante 
lineare Raume niederer Dimension tragen. 

Jeder invariante lineare Raum lasst sicb namlich durcb Null- 
setzen linearer Covarianten von 0 definiren, und es lasst sich ferner 
nacb § 8 immer eine Covariante von 0 angeben, welcbe als Grund- 
form genommen, diese Bedingungen identiscb befriedigt. Diese Co- 
variante kann unter unserer Yoraussetzung nur von einer einzigen 
Normalform abhangen, da im anderen Falle die zugehorige Mannig- 
faltigkeit keine kleinste ware, und alle diese Normalformen rnussen zu- 
sammen ein vollstandiges System von Elementarcovarianten bilden, da 
die zugehorigen Mannigfaltigkeiten vollstandig schief sind, und die 
Stufensumme gleicb N baben. Zu jedem vollstandigen System von 
Elementarcovarianten gehort aber, nacb Satz 8), § 7, eine einzige Ent- 
wickelung von 0. 

Es verstebt sich von selbst, dass die Entwickelungen, von denen 
hier die Rede ist, nicht nothwendig rationale Zahlencoefficienten baben 
— verzicbteten wir ja aucb scbon bei der Ableitung des vorhergehenden 
Theorems auf die Forderung, der Entwickelung ein System von ratio- 
nalen Elementarcovarianten zu Grunde zu legen. Nehmen wir an, 
dass die Form 3)7 lauter rationale Zahlencoefficienten bat (eine leicht 
zu realisirende Forderung), so werden nur diejenigen kleinsten in- 
varianten Mannigfaltigkeiten von 97 zu rationalen Elementarcovarianten 
von 0 gehoren, welche durcb Gleicb ungen mit rationalen Zahlen- 
coefficienten dargestellt werden konnen. 

Auch normal ist die erbaltene Entwickelung nicht nothwendig, 
wie bereits in § 8 bervorgehoben. Enthalt dagegen die Form 0 nur 
zwei Veranderliche, so sind alle Ordnungszablenpaare v von ein- 
ander verschieden, alle auftretenden linearen Mannigfaltigkeiten sind 
isolirt, und die Entwickelung ist eindeutig und nothwendig normal. 
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Bisher hatten wir Bar Formen C& and F mit unbesehrankt ver- 
anderlichen Coefficienten im Auge. Die aufgestellten Satze gelten 
aber gerade so aiich fur die in § 8 betrachteten Entwickelungen ver- 
klirzter Formen, also fur die Entwickelungen yon Formen mit ver- 
schwindenden linearen Covarianten. Auch die Formeln (1)...(5) 
werden dann durcb ganz analoge Formeln vertreten; nur an Stelle 
von (4) tritt ein etwas verwickelter gebauter Ausdruck, wie bereits 
das Beispiel des vorigen Paragrapken zeigt. Indessen kann man diesen 
Uebelstand sogleich dadureh heben ? dass man in den Formen 9J1 
uud 9 1 von vorn herein statt der ternaren Veranderlichen Symbole 
jener verkiirzten Formen gebraucht. 

Besonders bemerkenswerth sind diejenigen verkiirzten Entwickel- 
ungen , bei welchen die zugehorigen Elementarcoyarianten alle die 
namlichen Ordnungszahlen v , [i haben. Sei A die Anzahl dieser Ele- 
mentarcovarianten (also die in § 8 durcb r — q bezeichnete Zahl), so 
haben wir in dem Raume 31 von der Stufe 

N = AN = A , ( v a + 1) (? + 1) (f* + v + 2) 
eine (A — l)-fack ausgedehnte Schaar von invarianten linearen Raumen 
M der Stufe N ; welche einen algebraiscken Raum 91 von der Dimension 
(N — 1) -f- (A — 1) [und der Ordnung ^ ^ ^ erfiillen. Alle 

diese Punktraume M sind eindeutig umkehrbar auf die Mannigfaltig- 
keit der Normalconnese (y 7 p) der Ebene abgebildet, und dadureh 
projectiv auf einander bezogen. Man ersiekt aus den Formeln (6), § 7 
(in welchen man nur r durch A zu ersetzen hat), dass die ent- 
sprechenden Punkte der Raume M ein lineares Gebiet A ter Stufe er- 
fUllen. Der Raum 91 wird also von zwei Schaaren linearer Mannig- 
faltigkeiten beschrieben, den oo Raumen M der (N — l) ten Dimension 
welche bei den Transformationen der Gruppe g s einzeln stehen bleiben, 
und von Raumen (A — l) ter Dimension 931, welche durch die 

Transformationen der Gruppe g 8 unter einander vertauscht werden 
Jeder Raum M der ersten Schaar trifft jeden Raum 9J1 der zweiten 
Schaar in einem Punkte, und es sind je zwei Raume der einen Schaar 
durch alle Raume der anderen Schaar projectiv auf einander be- 
zogen.*) Die Raume 9J1 nun sind Trager eines bestimmten quadrat- 


*) Aehnliche Verhaltnisse bieten schon im dreidimensionalen Raume die 
beiden Regelschaaren einer Flache zweiten Grades und die Gruppe dar, welche 
alle Geraden der einen Schaar stehen lasst. Man gelangt zu dieser Gruppe, 
wenn man eine binare trilineare Form (ax) (§y) (yz) als Raumelement einfuhrt, 
deren cubische Covariante (ax) (§x) (yx) identisch verschwindet. 
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ischen Polarsy stems mit imaginarer Ordnungsflache. Jede normale 
Entwickelung von bestimmt ein System von A Raurnen M, welch e 
die Mannigfaltigkeiten 201 in den Punkten eines Pol-A-Ecks dieses 
Polarsystems treffen*, und umgekehrt bilden diejenigen Raume M, 
welcbe durch die Ecken eines solcben Pol-A-Ecks gehen, ein solcbes 
System von A vollstandig schiefen invarianten linearen Raurnen, zu 
welcben eine normale Entwickelung gehort. 

Eine Ausnahme von den gescbilderten Verhaltnissen bietet nur 
der allereinfaebste Pall g = 0, v — 0 dar. Die Raume M, die klein- 
sten invarianten linearen Mannigfaltigkeiten sind dann blose Punkte; 
es wird N = A, und die Gruppe g 8 ist nur noch meroedrisch iso- 
rnorph zur Gruppe aller linearen Transformationen der Ebene; sie 
reducirt sich namlich auf die identiscbe Transformation. 

Die in § 9 betracbteten besonderen Reihenentwiekelungen sind 
ebenso wie gewisse Reihenentwiekelungen fur Combinanten, die wir 
sogleich zu erwahnen haben werden, noch einer zweiten bemerkens- 
werthen geometrischen Deutung fahig. Ich gehe indessen auf diesen 
Gegenstand bier nicht ein, weil mir sein hauptsachliches Interesse 
mehr in der Theorie hoherer Mannigfaltigkeiten, als im Gebiete der 
ternaren Pormen zu liegen scheint. 

Enter den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen behan- 
delten Pormen F und ® bieten noch diejenigen besondere Eigenthum- 
lichkeiten dar, deren lineare Mannigfaltigkeit zu sich selbst dualistisch 
ist. Es kommt dann der Unterschied zwischen den beiden einander 
dualistisch gegeniiberstehenden Formenklassen F und in Wegfall, 
und man kann jetzt ein und dieselbe Form in doppelter Weise auf 
Elemente des Raumes 91 abbilden, wodurch in diesem Raume ein qua- 
dratisches Polarsystem festgelegt wird. Indessen haben auch diese 
Dinge fur die allgemeine Theorie der ternaren Pormen wohl eine zu 
geringe Bedeutung, um ein naheres Eingehen auf dieselben an dieser 
Stelle gerechtfertigt erscheinen zu lassen. 

§ 13. 

Combinanten. 

Die Kenntniss der Parameterdarstellung der linearen Mannig- 
faltigkeiten gegebener Pormen kommt uns zu Statten bei Bildung der 
Combinanten. 

Aus Rucksicht auf die Darstellung beschranken wir uns auf 
Combinanten von Normalformen — die aufzustellenden Satze werden 
sich ohne Weiteres auf beliebige Pormen ausdehnen lassen. Wir 
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kniipfen also tier an die Theorie der in § 11 betrachteten Formen 
9)1 nnd 91 an; und zwar wollen wir jetzt die Voraussetznng einfiibren, 
dass die Form 91 und also aucli die Invariant© 3 als Covarianten von 
9)1 dargestellt seien. Theoretisch bietefc die symbolische Darstellung 
dieser Formen keine Sebwierigkeit. Entwiekeln wir die Form 

N 

(i) W m,... m*} JJ (B^nUiP,)” 

l 

nach Elemeniarcovarianten, so muss sicb die Entwiekelung auf das 
Product der Invariante 3 nnd einer simultanen Invariante (Combinante) 
der N ternaren Formen (UX t ) m (UiX) n reduciren, deren Verscbwinden 
ausdriickt, dass alle diese Formen zu einer und derselben Normalform 
conjugirt sind, oder dass X, und Ui je ein Paar zugeordnete Elemente 
in einem Normalconnexe (AX) m (UQ)* — 0 sind. Damit baben wir 
die symbolische Darstellung der Invariante S; die Covariante 91 aber 
ergibt sicb als (erste) Evectante von 3- 

Setzen wir nun die Invariante 3 einer Zajil , ifnd zwar der Eirilieit 
gleich, so gilt der Satz: 

Jede simultane Covariante der Form 9J1 und beliebiger ternarer Formen, 
tvelche in Bemg auf das Gebiet N tex Stufe eine blose Invariante ist 7 ist 
eine Covariante der ternaren Formen allein. 

In der That entsteht eine solche Covariante durch Process©, welche 
allein die ternaren Veranderlichen betreffen, aus der wiederholt in ver- 
schiedenen Yeranderlichen gescbriebenen Form (1), welche unter unserer 
Yoraussetzung selbst eine rein ternare Form wird. 

Auf Grand dieser auch sonst nutzlichen Bemerkung ergibt sicb 
nun das folgende Theorem: 

I Seien = (UQ^ (A t X) n ... <5 r = ( UQ r ) m (A r X) n (r<.N) 
irgend r Normalformen , so sind die beiden ternaren Formen: 

N 

(BiQi) m (AiPi) n n [BtX^iTJiPfr 

r-j-1 

(3) I (UxQWAXjT •" (U r Qr) m UrXr) n \ 

jede dne Covariante der anderen; beide sind Combinantm } und alle an - 
deren Combinanten der Formen <2^ .. . 2> r sind Covarianten dieser bdden 
Formen 26 ). 

Dass die Form (2) eine Covariante der Form (3) ist, ergibt sich 
sofort daraus, dass man (2) offenbar auch so schreiben kann: 

A { • I CW ~(Br Qrn^m-n&XWUiBr. 

r+1 


r 

(2) {a^-aRrSRr+i-aRjr} n 
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Urn das TTmgekehrte einzusehen, bilde man die folgende Cova- 
riante yob (2): 

(aHj-SKrSKr+i- % ] 27 (s, Q^iA^y.J 7 (J3,nd m (b ,£)"• { M } 

1 r-f-l 

r 

(4) = { ^ • • • 2», 3e r+1 ■■■£;,}. JJ (B l Q l ) m (A i P,) n 

1 

Diese letztere Form kann statt in den N — r Veranderlichen 3£ auch 
in r der dualistisch entgegenstehenden Veranderlichen U geschrieben 
werden, wie folgt: 

r 

(5) | {UjSK,} • • ■ [U f STC,} |. n 

und diese Form hat die Covariante 

r r 

| {3^} ••• {3UK,} |. n (AiP,) n . n b,x)* 

1 1 

- 1 (u.ftJ'W-WWl. - 

Wir branchen also jetzt nur noch zu zeigen, dass das System der 
Combinanten der Formen & x . . . & r identisch ist mit dem System der 
Covarianten einer der beiden Formen (2) und (3), etwa der Form (3). 
Urn unsere Definition der Combinanten (S. 21) anwenden zu konnen, 
betrachten wir die r gegebenen Formen als Coefficienten einer in den 
Veranderlichen u x ...u r linearen Form eines neu hinzuzuftigenden Ge- 
bietes r tQT Stufe, und stellen (mit Herrn Stroll) die gesammte lineare 
Mannigfaltigkeit der r Formen durch eine einzige Form dar: 

(6) [um\(UQY(AXy, 

welche mit den gegebenen Formen durch die Gleichungen verknupft ist 

mi (TJQY(AXy = (UQi) m (AiX)\ 

Eine Combinante p tm Grades der Formen $ wird jetzt jede Cova- 
riante p teu Grades der Form (6), welche in Bezug auf das Gebiet 
r ter Stufe eine blose Invariante ist. Alle diese Covarianten sind aber 
lineare Covarianten der einen Form 

27 [>* (1) • • • ™* (r) ] ( UjVQPY (Jjnxjny . . . (UJ» QP)"‘ (A^X^'y 

1 

und entstehen aus ihr durch Processe, welche nur die Veranderlichen 
des ternaren Gebietes betreffen. Diese letztere Form zerfallt aber in 
p Faetoren, deren jeder bis auf die Bezeichnung der Veranderlichen 
ubereinstimmt mit der Form 
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[wM . . . #] ( L\ QO)) (AO) Z,) . . . ( Ur <2 (r) ) (^ :r) Xr) 

= I (iw^W ... (u r Q r ) m {A r x r y |. 

Bs ist also wirklich jede Gombinante der Formen 0 eine Cova- 
riante der Determinante (3), wie natiirlicb auch umgekebrt. Die 
Formen (2) und (3) nennen wir der ixn Satze angegebenen Eigen- 
scbaft wegen Fundamen taleomb inanten ; ihre Elementarcovarianten Ele- 
mentarcombinanten . 

Zu irgend r linear unabbangigen Normalformen (n, m): ... 

sind im Ganzen N — r linear unabhangige Formen F r +i ... Fn der 
dualistisch entgegenstehenden Gattung (m, n) conjugirt Wir wollen 
zwei solche Systeme von Formen F und einfaeh „conjugirte Systeme“ 
nennen. Yon ibnen gilt der Satz: 

II. Conjugirte Systeme haben proportmicde Combinanten 21 ). 

Und zwar wird die erste Fundamentaleombinante eines jeden von 
beiden Systemen proportional der zweiten Fundamentaleombinante des 
anderen Systems. 

Man siebt dieses Theorem am schnellsten ein ? wenn man die 
Formen (4) und (5) ? welcbe ja die Fundamentalcombinanten voll- 
standig vertreten, mit Einfubrung einer neuen symbolischen Bezeicb- 
nung so sebreibt: 

(4b) ... £r + l ... %n] 

(5b) 1(11^:) 

Yertauscht man jetzt die Punkte 3; mit dualistisch gegeniiber- 
stehenden Raumen N — l ter Stufe 58, 11, und gleicbzeitig r mit N — r, 
so erhalt man an Stelle der Form (4b) die nachstehende Determinante: 

(4c) (U t . .. tt, 8,+i. 

Wir haben nun zu zeigen, dass die Formen (5b) und (4c) pro- 
portional sind unter der Yoraussetzung, dass die Formen & 1 ...& r , 
welchen die Punkte . .. 5)5,. entsprechen, conjugirt sind zu den Formen 
F r +i . . . F N , denen die Raume 58 r+1 . . . 58, v zugeordnet sind. Es findet 
aber diese Bedingung ihren Ausdruck in den Gleiehungen: 

(*- 1,2, -t,* =>r+l,r + 2 r --N), 

aus deren Bestehen in der That sofort die behauptete Proportionality 
der Formen (5 b) und (4 c) oder der entspreehenden Fundamentalcom- 
binanten folgt. — 

Durch Reihenentwiekelung der Formen (2) und (3) miissen wir 
beidemal dasselbe System von Elementarcombinanten erhalten, oder 
vielmehr zwei Systeme, deren Formen sich in bekannter Weise durch 
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einander ausdriicken. Als Controlle fur richtige Rechnung haben wir 
in Analogie mit einem Satze des § 9 das folgende Theorem: 

Die Gesammtmhl der linear unabhangigen Constanten in dem vollen 
System der Elementarcombinanten von r oder N — r Normalformen (m, n) 

ist sofern N [== \ (m + 1) (n + 1) (m -f- n + 2J] die Gonstantenmlil 
einer Normalform (ni, n) bedeutet 

Es ergibt sich dies sofort aus dem Anblick der Ausdriicke (4b) 
oder (5 b). 

Die Gesammtheit der Combinanten von N Grundformen bestebt 
nur aus den Potenzen einer einzigen Invariante, deren Verschwinden 
das Conjugirt-Sein aller dieser Formen zu einer Form der dualistisch 
gegenuberstehenden Classe ausdriickt; die Combinanten von N — 1 
Normalformen n) sind Covarianten einer einzigen Grundform, der- 
jenigen Normalform (n, m) 7 welche zu ihnen alien conjugirt ist. Man 
kann dieselbe als eine Evectante der eben betracbteten Invariante 
ohne Weiteres dadurcb erhalten, dass man die Symbole einer der 
betheiligten Grundformen in geeigneter Weise durch Veranderliche 
ersetzt. 


Die Betrachtungen, welche der vorstehenden Entwickelung in der 
Theorie der bindren Formen parallel laufen, lassen sich noch einen 
Schritt weiter fuhren; es mag daher verstattet sein ; auch die Combi- 
nanten binarer Formen noch in Kurze zu behandeln. 

Bezeichnen wir die lineare Form eines Gebietes n + l ter Stufe 
welche die Parameterdarstellung der binaren Formen n tex Qrdnung ini 
Sinne des § 11 leistet, durch 

(1) {Um}(bx)\ 

Dann wird 

{^ ... Wtn + l } C &1 ViY * . • (bn+l %n+l )* 

= <h~I) 7 { SKi • • • } . I (pi O” • • • Q >*+ 1 Xn+i) n | 

— (^piyr (?)... (»- 1) • (*1« 2 )(*1« 3 ) ... («+0 

• m,... Wn + l } & h) (fix h) — (h 6. + 0- 

Wir setzen.nun ; um zugleich die Ausfuhrungen des § 11 in Riick- 
sicht auf binare Formen zu vervollstandigen, 

{9136} (**)■ — 

. Oi h) ■■■ (pn-l &n) Q> 1 x) ... (b n x), 


( 2 ) 



(3) 

und haben dann: 
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{ . . . 2K* + i } (?>! a?i)“ . . . ( 'b n+1 x n+x ) n 

~ ( 1 ) . . . {n — l). (^l *2) Oi«s) • ■* (*»*»+ 1 )- 

Daraus ergibt sich sofort, dass an Stelle der zur Fundamental- 
combinante (2) (S. 121) analogen Form: 

r w-f 1 

{m 1 ...w n+x \ fj (bi a,y JJ (Pi *0" 

1 r + 1 

— ( l ) . . . (n — l) jf jf ^*+1) * • * (?*' ^+1)* 

r-fl 

r — 1 r 

FI (&i FI (j&i X r -j- i ) • • • (P'i 1) 

1 1 

diese einfacbere Form treten kann: 


(5) 


(a l « 2 ) («1 «;;) ••• f«r-l«r) 17 (ct£ ... (b&i 


Dei r Unarm Fornien (a t x) n . . . (a r rr) w haben wir within als Fun- 
damentalconibinanten die Form (5) und die Determinate: 

(6) | (®i x l) n ■ • • (<*r &r)“ | 2S ) 


Zwischen beiden Formen bestebt nunmebr eine sebr einfaebe 
Beziehung: Die JFbm (5) entsteht aus (6) durch Polarmprocess . 28 ) 

Wir bilden die folgende Polare der Form (6): 

| (a t x iX- 1 (<% av+0 • • • Ob • . • Ob (a r x r+1 ) . . . (a r x n + 1 ) | 

r 

= | {a 1 x 1 ) r - 1 ... (a r a; r ) r - 1 1 J7£ (a { x r+1 ) ... (a { x n+1 ) 

1 

= ( T 1 *) . . . (r- 2 ) IT 

1 

r r 

FI («i a*) E (a,iX r+ 1 ) ... (Oii&a+i). 

1 1 

Der erste Factor des letzten Ausdrucks ist unwesentlicb, und kann 
fortgelassen werden; der zweite Factor aber ist die Form (5). 

Die Elementarcovarianten der Form (6) stimmen uberein mit den 
Elementarcovarianten einer Form Ob x j) w ... (a r ^ r ) n 7 welcbe die Eigen- 
scbaft bat, bei Yertauscbung von je zweien der Veranderlichen das 
Zeicben zu wecbseln. Die Reibenentwickelung der Form (5) aber ist 
umgekehrt dadurcb cbarakterisirt, dass diese Form sicb nicht andert, 



126 II, § 14. Invariante Darstellung der linearen Transformationen. 


wenn man zwei der Veranderlichen vertauscht. Das ist aber das 
Kennzeichen derjenigen Reihenentwickelung, durch welche die Cova- 
rianten (n — r + l) ten Grades einer Grundform (fi x) r aus der Form 
(ft %r-\-lf * * * ($»— entstehen (S. 98). Es gilt also der Satz: 

Den Gombinanten ersten Grades von r Unarm For men n tQr Ord- 
nung lassen sick die Govarianten (n — r + l) ten Grades einer Unarm 
Form r ter Ordnung derart mordnen, dass nicht nur die Ordnungsmhlen 
je Meier entsprechender Formen gleich sind 7 sondern auch mvischen ent- 
sprechenden Formen dieselbm linearen Identitaten bestehen. 

Bildet man im System einer bindren Form r ter Ordnung 
Q3 x) — (a x x) (a 2 x) ... (a r x) 

ein vollstdndiges System von linear unabhangigen Govarianten 
(n — r + l) ten Grades , und multiplicirt deren symbolische AusdriicTce 
mit (a x a 2 ) (a x a B ) ... (a r —i a r ), so erhalt man (in symbolischer Schreib- 
art) cdle Formen eines vollstdndigen Systems von Elementarcombinanten 
der r Formen (a x x) n ... (a r x) n .^) 

§ 14. 

Invariante Darstellung der linearen Transformationen. 

Ist die symbolische Methode einmal entwickelt, so werden wir die 
einfachen Bezeichnungen derselben auch zur Darstellung der linearen 
Transformationen selbst verwenden konnen, so dass nunmekr die ganze 
Theorie innerhalb des Kreises der symbolischen Operationen verlauft. 
Wir gelangen dahin durch die Bemerkung, dass eine jede collineare 
oder dualistische Transformation durch eine bilineare Form dargestellt 
werden kann. Wir erhalten (bekanntlich) eine solche Form, welche mit 
den Formeln (1), § 1 gleichwerthig ist, wenn wir die rechten Seiten 
dieser Gleieliungen beziehungsweise mit den Liniencoordinaten V(, V%, V 3 ' 
multipliciren, und dann addiren. Wir wollen indessen, ohne Bezug- 
nahme auf die Formeln des § 1, die linearen Transformationen hier auf's 
Neue behandeln, jetzt unter principieller Anwendung der symbolischen 
Bezeichnung, wobei wir uns die urspriinglichen Veranderlichen durch 
die Coefficienten linearer Formen ersetzt denken. 

Die bilineare Form: 

(l) T~{DX)(VJ) 

stellt, gleich Null gesetzt, zwei Transformationen dar, je nachdem 
man die Veranderliche X oder die Veranderliche V als gegeben be- 
trachtet: in dem einen Falle ordnet sie dem Punkte X einen bestimmten 
Punkt, im anderen der Linie V eine bestimmte Gerade zu, Man ilber- 
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sieht sogleich, dass diese Transformationen in Bezug auf das transfor- 
mirte Raumelement versehieden sind ; im Uebrigen aber so zusammen- 
hangen, dass die eine die entgegengesetzte (inverse) Transformation der 
anderen darstellt ; wenigstens im allgemeinen Falle. 

Wir wollen nun, obwohl die Form T dnrch diese Transformationen 
nur bis anf einen willkurlielx bleibenden constanten Factor bestimmt 
ist, dennocb von einer „ Transformation T“ reden, um eine kurze Aus- 
drucksweise zu haben; wir verstehen darunter immer die Transformation 
der Punkte , welche durch die Gleichung T = 0 dargestellt wird. Wo 
zugleich auch die Transformation der Linien betraehtet wird, welche 
ebenfalls in der Gleichung T = 0 ihr Bild findet, reden wir, behufs 
deutlicherer Unterscheidung von der „ Punkttransformation T u und der 
„Linientrans formation T“. 

Um die Gerade zu finden, welche einer gegebenen Geraden U in 
der Punkttransformation T entspricht, hat man nur U als Verbindungs- 
linie zweier Punkte X' und X" darzustellen, also s (Z7X) = (XX' X") 
zu setzen, und nun die X' und X" zugeordneten Punkte durch eihe 
Linie zu verbinden. So finden wir, dass die zur Punkttransformation 
T gehorige Transformation T der Linien dargestellt wird durch die 
bilineare Form 

(2) T = ( UE) ( H Y) — \ (PP' V) (A A Y ) . 

Aber auch die Gleichung T — 0 stellt noch eine zweite Trans- 
formation, eine Transformation der Punkte dar; und man erkennt, dass 
diese die entgegengesetzte Transformation der Punkttransformation T 
ist, und also im Allgemeinen mit der Linientransformation T zusammen- 
fallt, abgesehen natiirlich von der Yerschiedenheit des transformirten 
Raumelementes. 

Sucht man zu dem Punkte X den ihm in der Transformation T zu- 
geordneten Punkt, dann wieder den entsprechenden in der Punkttrans- 
formation T, so muss man auf den Punkt X zuruckkommen. Es besteht 
also zwischen den Formen T und T die sofort zu verificirende Identitat: 

(3) (PX) {HA) (UE) — (UX). 0 

und ebenso die andere: 

(3b) (HY) (PE) ( VA ) - (77). 0, 

wobei J die Invariante: 

(4) J=% (J>E) (HA) = £ (PP'P") (A A A") 

bezeichnet. 

Die Invariante J ist die Piseriminante der Transformationen T 
und erweist sich als identisch mit der in § 1 betrachteten Determinante. 
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1st sie Null, so entsprechen sammtlichen Punkten X der Ebene in der 
Punkttransformation T Punkte einer einzigen Geraden V 9 und ebenso 
in der Linientransformation T alien Geraden F Strahlen eines einzigen 
Punktes X, wie man sofort erkennt, wenn man die Identitaten (3) und 
(3b) in der Form: 

{A A A") (DI) {pT) (ZTX") = J. (XX'X"), 

( ' (DD'D") (VA) ( TA ') (F'zT) = J. (FF'F") 

schreibi Wir bezeicbnen dann die Transformation T als eine „aus- 
geartete u (S, 6). Dem Punkte X und der Linie V ist uberhaupt kein 
bestimmter Punkt und keine bestimmte Gerade zugeordnet. Die Linien- 
transformation T aber ordnet in diesem Falle einer jeden Geraden U 
die Gerade F zu, mit Ausnahme derjenigen Geraden Z7, welcbe durch 
den Punkt X gehen, und welch en keine bestimmte Gerade entspricht; 
und ebenso fiihrt die Punkttransformation T jeden Punkt Y in den 
Punkt X iiber, mit 'Ausnahme der auf V enthaltenen Punkte, 

In einer ausgearteten Transformation wird einer geraden Punkt- 
reihe X ini Allgemeinen immer noch eine zu ihr projective eigentliche 
Punktreihe zugeordnet (deren Trager die Gerade Fist); ausgenommen 
sind nur diejenigen Punktreihen, welche den Punkt X enthalten — 
ihren Punkten entspricht ein einziger Punkt der Geraden F* Man 
kann daher die allgemeine ausgeartete Transformation sehr leicht con- 
struiren, indem man einfach den Strahlenbuschel X irgendwie projectiv 
auf die Punktreihe F bezieht. 

Indessen kann auch diese projective Beziehung wieder ausarten, 
und man erhalt dann eine „ serfallende Transformation “ wie wir sie 
nennen wollen. Dieser Fall tritt ein, wenn die Oovariante T der 
Form T identisch verschwindet. Jedem Punkt X entspricht dann ver- 
moge der Gleichung T = 0 ein und derselbe Punkt Y, jeder Geraden 
F ein und dieselbe Linie TJ. Ausgenommen sind jedoch diejenigen 
Punkte X, welche auf der Geraden U enthalten sind, und diejenigen 
Linien F, welche durch den Punkt Y gehen: ihnen entspricht ein 
vollig unbestimmter Punkt, beziiglich eine vollig unbestimmte Gerade. 
Die Form T zerfallt dann in das Product zweier linearer Factoren: 
wir diirfen setzen ^ 

T=* (ETX), (FF). 

Ausgeartete Transformationen der allgemeineren Art gibt es oo 7 , zer- 
fallende Transformationen oo 4 . Ist T eine ausgeartete Transformation, 
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so stellt T eine zerfallende Transformation dar. Dies folgt aus dem 
oben Gesagten, wie aucb aus der Formel: 

(6) i (EE'X) (HH'V) = J. (DX) (VJ). 

Diese Formel zeigt ausserdem, dass die Beziehung zwiseben den 
Formen T und T eine vollig umtehrbare wird, sobald wir die Inva- 
riante J gleich Eins nehmen. — 

Unsere nunmehrige Darstellung der linearen Transformationen 
durcb bilineare Formen erlaubt uns, die Ausfuhrung einer linearen 
Transformation auf algebraisebe Formen in einer sehr iibersichtlichen 
Weise vorzunehmen: 

Um diejenige algebraische Form F f m finden , welche einer gegebenen 
Form F = (BX) m (UP) n in der Punhttransformation T und Linien - 
transformation T entspricht , hat man nnr jeden symbolischen Factor 
(UP) durch einen Factor (DP) (VzJ), und jeden Factor (BX) durch 
einen Factor (BE) (HY) m ersetzen. 

Denn wir konhen ja nacb Satz III, § 1 die lineare Transformation 
in der Weise ausfiihren, dass wir jeden einzelnen symbolischen Factor 
transformiren. Die transformirte Form wird also: 

(7) F' = (B'Y)™ (VPJ = [(BE) (HY)]™ [(DP) (VJ)]*. 

In den Ausdriicken mit scharfen Klammern hat man naturlich vor 
der Ausfuhrung der Multiplication die Symbole yon T und T durch 
die wirklichen Werthe der Coefficienten zu ersetzen. — 

Die Inyarianten-Eigenschaft der Processe, durch welche die sym- 
bolischen Factoren (ABC), (AP), (PQB) entstehen, wird nunmehr 
ausgedriickt durch die Formeln: 

(AE) (J BE') (CE") (HH'H") = (ABC) 

(8) (AE) (DP) (HJ) = J. (AP) 

(DP) (D'Q) (D”B) (ALA’ A”) = J. (PQB). — 

Die Transformation, welche aus einer gegebenen linearen Trans- 
formation: 

T = (MX) (UN) = 0 

durch Ausfuhrung der Punkttransformation T und Linientransformation 
T auf die Ebene entsteht, wird die folgende: 

(9) F = (MY) (VN r ) = (EL Y) (ME) (DN) (VJ) — 0, 

gleichgiltig, ob wir T als eine Punkttransformation oder als eine Linien- 
transformation deuten wollen. — 

Study, Ternare Formen. 


9 
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Die vorstehenden einfachen Betrachtungen sind vollig unabhangig 
davon, ob die Veranderlichen X und U einerseits, und T und V anderer- 
seits demselben ternaren Gebiete angehoren, oder verschiedenen, d. h. 
unabhangig von einander transformirbaren Gebieten. Die aufgestellten 
Formeln konnen daher auch beim Uebergang von einer Ebene zu einer 
anderen gebraucht werden, welehe nicht als iiber der ersten liegend 
gedacht wird. Mit einer geringen Abanderung gelten sie ebensowohl 
auch fiir dualistisehe Transformationen; endlieh bietet die Ausdehnung 
derselben auf Gebiete beliebiger Stufe keinerlei Schwierigkeit dar. 

Man beweist leieht, dass mit den Formen T, T, J und den iden- 
tischen Covarianten (OX), (VY) das Formensystem (S. 99) der Form T 
ersehopft ist, im Falle U, X, und V, Y verschiedenen Gebieten an- 
gehoren. 

Wir wollen nun den besonderen Fall, wo es sich um eine Besiehung 
mischen Punkten einer und derselben Ebene handelt, etwas naher in's 
Auge fassen. Um auch ausserlich anzudeuten, dass V und Y ebenso 
tr ans form irf werden sollen, wie U und X, wollen wjr jetzt fur V eben- 
falls U und fiir Y ebenfalls X scbreiben; wir setzen also nunmehr 

(10) T = (T)X) {UJ)-, T - (JOE) (HX). 

Soli nach der Punkttransformation T 1 eine andere T 2 ausgefiihrt werden, 
so bezeichnen wir die entstehende neue Transformation nach dem Y or- 
gange anderer Mathematiker als das „Product u der Transformationen 
T x und T % , und stellen sie durch einfaches Nebeneinanderschreiben der 
Symbole T x und T 2 dar, so dass also, wenn 

T x = (DjI) (UB,), T, = (D 2 X) (UA 2 ) ist, 

T x T 2 = (D x X) 

l j T 2 1\ = (D a Z) (D.4) (OJ x ) wird. 

Zwei lineare Transformationen haben mithin, in versehiedener Reihen- 
folge angewendet, im Allgemeinen zwei verschiedene Producte. Die 
wiederholte Anwendung einer und derselben Transformation bezeichnen 
wir durch die Symbole T\ T s n. s. f., so dass also z. B. 

P - (DX)(BJ)(VS) 

• ' p _ (DX) (D'Jj a>"J') ( UJ "), 

und nennen diese Ausdriicke „ Potenzen“ der Transformation T. Bei 
der Bildung des Productes beliebiger Transformationen gilt selbstver- 
standlieh das sogenannte associative, und im Falle die Transformationen 
alle aus Potenzen einer und derselben Transformation bestehen, naturlich 
auch das commutative Gesetz. 
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Durch die Zeicben Tj° = T 2 = . . . stellen wir diejenige Trans- 
formation dar, welcbe mit irgend einer Transformation T multiplicirt 
diese Transformation T ergibt. Man findet als Ausdruck dieser „iden- 
tiscben Transformation^ sofort 

(13) T° = (TJX) 

und die Gleieliung T° T — T T° als Ausdruck der selbstverstandlicben 
Tbatsaebe, dass die identiscbe Transformation mit jeder anderen ver- 
tausehbar ist. 

Die Reihe der Potenzen T° \ T 2 . . . einer nnd derselben Trans- 

formation konnen wir auch nacb ruck warts fortsetzen, und mit T~* 
diejenige Transformation bezeicbnen, welcbe mit T x multiplicirt die 
identiscbe Transformation T° ergibt. Man findet nacb Pormel (3) 
oder (3b): 

(14) T- 1 = J-\ (. HX)(UE ) 

und hieraus ohne Weiteres die Ausdrilcke von T~~ 2 , T” 3 u. s. £ 

Bildet man fiir T = (UX) die Transformation T~ l , so findet man 
wieder (TJX). Die Discriminante der identischen Transformation bat 
den Wertb Eins ; ibre lineare Invariante den Wertb Drei. — 

Passt man die beiden Transformationen T x und T 2 als Linien- 
transformationen auf, und will nun diese binter einander ausfubren, so 
ist zu bemerken, dass die zusammengesetzte Transformation unter 
Beibebaltung der mit Formel (11) eingefiibrten Bezeicbnung naturlich 
nicbt durcb das Symbol sondern durcb das Zeicben T 2 T x dar- 

gestellt wird, dieses nun aucb als Darstellung einer Linientransforma- 
tion aufgefasst. Die Linientransformation T x T 2 erbalt man also, wenn 
man erst die Linientransformation T 2 und dann T ± ausfiibrt. — Sucbt 
man die Linientransformation, welcbe mit der Punkttransformation T x T 2 
ubereinstimmt, oder was auf dasselbe binauslauft, die entgegengesetzte 
(Punkt-) Transformation zu der Punkttransformation T x T 2 , so findet man: 

* (A B'U) (A A) (A' A') (A A'X) 

1 ; =(Cta)(AA)(AX) = t 2 t 1 . - 

Zwiscben der Discriminante des Products zweier Transformationen 
und den Discriminanten der Factoren bestebt eine einfacbe Beziebung. 
Es ist ein bekannter Satz ; der im Grunde nichts Anderes als das 
Multiplicationstbeorem der Determinanten vorstellt, und aucb durcb 
symboliscbe Rechnung sogleicb verificirt werden kann: 

Das Product der Discriminanten zweier Transformationen T x und T 2 
ist gleich der Discriminante Hires Products . 



132 


II, § 15. Infinitesimale lineare Transformationen. 


Es ist dies der analytische Ausdruck der selbstverstandlichen 
geometrischen Thatsache, dass eine eigen tliclie und eine ausgeartete 
Transformation hinter einander ausgefuhrt immer eine ausgeartete 
Transformation ergeben. Dasselbe Theorem gilt naturlich auch dann 
noch, wenn die Transformation T x ein erstes ternares Gebiet mit einem 
zweiten, und T 2 das zweite mit einem dritten in Verbindung setzt. 

Neben den Formen T X T 2 und T 2 T X betrachten wir noch eine 
dritte, von jenen linear abhangige bilineare Form, dargestellt durch 
das Zeichen 

(16) {T x T 2 ) = T x T 2 - T 2 T [ = - (T 2 T X ). 

Wir nennen diese Transformation die „ Combination u der Trans- 
formationen T x und T 2 . Die Form (T x T 2 ) ist augenscheinlich eine 
JSformalform. Sie ist ferner eine Gombinante der Formen T x und T 2 \ 
ausserdem gilt der Satz, dass sie sieh nicht andert, wenn man T x 
oder T 2 um ein Vielfaches der identischen Covariante T° — ( TJX ) ver- 
mehrt. Yerschwindet die Combination ( T X T 2 ) identisch, so sind nicht 
allein die Transformationen T x und T t , sondern iiberhaupt alle Trans- 
formationen der linearen Schaar %T X + ^ T % + paarweise ver- 
tauschbar. 

Seien T x , T 2? T z irgend drei bilineare Formen, so besteht zwischen 
den Combinationen je einer mit der Combination der beiden anderen 
die Identitat 

(17) (T, (T,T S )) + (T, (T t T,)) + (T 3 (T^)) = 0, 

wie man durch Auflosung der Klammerausdriieke sofort verificiren kann. 


§ 15. 

Infinitesimale linear© Transformationen. 

Denken wir uns, gernass den Entwickelungen des § 12, die 
Mannigfaltigkeit der Formen T dargestellt durch die Punkte eines 
Raumes von 8 Dimensionen, den wir in diesem Falle durch den latein- 
ischen Buchstaben B bezeichnen wollen. Dieser Raum wird, wie 
dort naher ausgefuhrt, durch eine achtgliedrige, mit der Gruppe aller 
linearen Transformationen der Ebene gleiehzusammengesetzte Gruppe 
transformirt. Es ist nun durchaus nicht meine Absicht, die zahl- 
reiehen bemerkenswerthen Eigenschaften dieser Abbildung und der 
zugehorigen Gruppe an dieser Stelle eingehend zu behandeln 29 ); wir 
wollen uns vielmehr im Wesentlichen auf die Anfiihrung einiger 
Thatsachen beschranken, deren Kenntniss uns fur das Folgende von 



II, § 15. Infmifcesimale lineare Transformationen. 


133 


Nutzen sein wird. Wir pollen , urn mis kurz ausdriicken zu konnen, 
eine Transformation T nnd den ihr entsprechenden Punkt dureh das 
namliche Zeichen darstellen; werden also auch von einem „ Punkte T“ 
des Raumes B reden. 

Den Transformationen T 2 und T X T 2 entsprechen zwei Punkte 
T u T 2 nnd deren „Produet“ T x T r Der Transformation T° entsprieht 
ein bestimmter Punkt, der „ Einheitspunkt", welcher bei alien Trans- 
formationen der achtgliedrigen Gruppe stehen bleibt. Ansser diesem 
Punkt bleibt in B nur nock eine einzige lineare Mannigfaltigkeit bei 
alien Transformationen der Gruppe stehen, ein Rauin M von 7 Dimen- 
sionen, welcber die Bildpunkte derjenigen linearen Transformationen 
T tragt, deren lineare Invariante (D J) den Wertb Null bat. Diesem 
Raume M gehort die Combination {T x T 2 ) der Punkte T t nnd T 2 an; 
man kann den Punkt {T l Tf) daher im Allgemeinen leicht dadurch 
construiren, dass man die Punkte T X T 2 und T 2 T ± dureh eine Gerade 
verbindet, und diese mit dem Raume M zum Dureksclmitt bringt. 
Der Scbnittpunkt hangt nicht von der Lage der Punkte T x und T 2j 
sondern nur von der Lage der Ebene ab, welcbe diese Punkte mit 
dem Einbeitspunkte verbindet; er wird indessen fur gewisse Lagen 
dieser Ebene unbestimmt. 

Diejenigen Punkte des Raumes B, welcbe dem Einbeitspunkte 
benacbbart sind, entsprechen den Transformationen der Ebene, welcbe 
sich nur wenig von der identiscben Transformation unterscheiden, oder, 
wie wir kurz sagen wollen, den unendlich kleinen oder „infinitesimalen“ 
linearen Transformationen der Ebene. Eine solehe Transformation 
ist naturgemass nicbt vollig bestimmt, ordnet aber doch jedem Punkte 
der Ebene eine bestimmte Fortscbreitungsricbfcung zu. Im Raume B 
wird sie durcb eine gerade Linie g gekennzeiehnet, welcbe dureh den 
Einheitspunkt gekt: derjenige Punkt u dieser Geraden, welcber dem 
Einheitspunkt benacbbart liegt, reprasentirt die infinitesimale Trans- 
formation. 

Die Gerade g kann man sicb durcb irgend einen ihrer Punkte 
bestimmt denken; und es liegt nabe, denjenigen Punkt zu wahlen, in 
welcbem die Gerade von der invarianten Mannigfaltigkeit M getroffen 
wird. Man erkennt durch diese einfache Betrachtung, fur welcbe die 
geometriscbe Redeweise selbstverstandlicb nicbt wesentlich ist, den 
nicbt unwichtigen Satz: 

L Jeder infinitesimalen linearen Transformation , oder, wie wir 
burger sagen wollen 7 jeder infinitesmalen Collineation ist eine bestimmte 
endliche Collineation von verschwindender linearer Invariante eindeuiig - 
umkehrbar mgeordnet . 
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Sei S — (DX) (UJ) die bilineare Normalform, welche die end- 
liehe Collineation darstellt, so ist 

(1) S° + StS = (UX) + St (. DX ) (ISA) 

die zugehorige infinitesimale Collineation. 

Die Form S, welche durch die infinitesimale Transformation bis 
auf einen willkfirlich bleibenden constanten Factor bestimmt ist, nennen 
wir das }} SymboV c der infinitesimalen Transformation. Es ist klar, 
dass alle Satze fiber infinitesimale Transformationen sich durch Rechnen 
mit diesen Symbolen mfissen ausdrficken lassen, da beide einander 
gegenseitig bestimmen. So linden wir fur die entgegengesetzte der in- 
finitesimalen Transformation (1), welche zugleich die zu der Punkt- 
transformation (1) gehorige Transformation der Linien ist, einen ein- 
fachen analytischen Ausdruck: 

(2) S° - StS = (UX) — St.(DX ) (Z7 J)\ 

in der That stellt das Product der Transformationen (1) und (2) bis 
auf Grossen zweiter Ordnung die identische Transformation dar. 

Die Discriminante der infinitesimalen Transformation S° + StS 
hat den numerischen Werth Fins , Us auf Grossen meiter Ordnung ; nnd 
zwar ist dieser Umstand charakteristisch daffir, dass die infinitesimale 
Transformation in der Form $° + StS vorgelegt ist: hatten wir sie 
in der Form T° + St.T geschrieben, wobei T keine Normalform 
{(DA) 4 s 0)> so hatten wir als Werth der Discriminante 1 + St. (DA) 
gefunden. Eine Invariante nimmt daher bei Ausffihrung der Trans- 
formation T° -f- StT einen Factor an, welcher noch Glieder erster 
Ordnung in St enthalt (vgl. Formel 8, § 14), wahrend der ent- 
sprechende Ausdruck bei der Transformation S° + StS erst mit 
Gliedern zweiter Ordnung beginnt. 

Die Formen (1) und (2) sind nicht Invarianten im Sinne der 
Definition auf S. 20; doch konnen wir ihnen sogleich invariante Form 
ertheilen, wenn wir uns S als lineare Covariante einer Form von nicht 
verschwindender linearer Invariante gegeben denken, und nun den 
Parameter t als Quotienten aus einer Zahl und dieser Invariante 
nehmen. Die Formen (1) und (2) werden dann rationale Covarianten 
vom Grade Null. Wir drficken diese Annahme indessen nicht in den 
Formeln aus; es mag hier, wie spater, fur uns genfigen, dem Para- 
meter t des Bfischels S° + tS den Grad — 1 in Symbolen von S zu- 
zuschreiben. 

Mit Hilfe der Formel (2) berechnen wir leicht den Zuwachs oder 
das Increment [Lie S. 53] einer algebraischen Form F = (BX) m (UP) n 
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als Function der Veranderlichen X und U bei der infinitesimalen Trans- 
formation (1): Wir setzen in F einfaek an Stelle von X den benach- 
barten Punkt X + 8t ( JDX ) 4 und an Stelle der Linie U die ihr in der 
Transformation entsprechende benachbarte Linie U — StD.(Ud), und 
nehmen den Coefficienten von dt ; dann kommt dF= dt.SF , wobei 

(3) SF= (BXy^i UP)"- 1 . { m{BA) (DX){UP)-n(BX) (DP) (UJ)}. 

Wir liaben hier die Veranderlichen X und U der infinitesimalen 
Transformation (1) unterworfen, die Form F aber festgehalten, d. h. 
ihre Coefficienten als Constante behandelt, und nun den Zuwachs be- 
stimmt, welchen diese Form als Function, der Veranderlichen erhalt. 
Wir konnen aber auch die umgekelirte Frage stellen, natnlich die 
Form F selbst der linearen Transformation unterwerfen, und bei fest- 
gebaltenen Veranderlicben den Zuwachs aufsuchen, welchen die Form 
als Function ihrer Coefficienten erhalt. Dies leistet die Formel (7), 
§ 14; wir haben in ihr nur die Formen T = (DX) {JJ A) und 
T = (UE) (HY) beziiglich mit $° + dt.S und S° — - - dt.S zu identi- 
ficiren. Wir finden dann 

also den entgegengesetzten Werth desjenigen, welchen wir bei dem 
ersteren Verfahren gefunden haben; ein Ergebniss, von dem man sick 
auch leicht begrifflich Rechensckaft ablegen kann. 

Die infinitesimale Transformation $° -f- dtS „erzeugt“ „durch un- 
endlichmalige Wiederholung“ [Lie S. 55] eine eingliedrige Gruppe von 
linearen Transformationen, deren analytischen Ausdruck wir sofort hin- 
schreiben konnen. Er lautet in symbolischer Form e** . e St — e? S0J r St ^ 
oder einfacher 

(4) e*— + + 

worin die Symbole 8 °, S\ S 2 , ... die in den Formeln (11), (12), (13) 
§ 14 festgesetzte Bedeutung haben, und % eine reine (reelle oder eom- 
plexe) Zahl bedeutett Man iibersieht sofort, dass die Reihe (4) 
iiberall convergirt — man hat nur in 8 an Stelle sammtlicher 
Coefficienten den absoluten Betrag des nmnerisch grossten unter ihnen 
zu setzen; ferner, dass die Transformation e st fur unendlich kleines t 
in die gegebene infinitesimale Transformation $° -j- S 1 dt iibergeht; 
endlich, dass die Schaar der oo 1 Transformationen e st wirklich eine 
Gruppe vorstellt; letzteres, weil die Potenzen von S dem commntativen 
Gesetz gehorcken, und daher aus denselben Grunden wie in der Theorie 
der gewohnlichen Exponentialfunction die Relation besteht 

( 5 ) &h m e sh = e s(t l +h) m 
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Dieser Formel entnimmt man auch, wie man zn einer gegebenen 
Transformation der Gruppe mit dem Parameter t die inverse finden 
kann: Man hat einfach t durch — t zu ersetzen. 

Die Transform ationen, die man mit Hilfe der Formel (4) fiir end- 
liehe Werthe des Parameters t erhalt, sind sammtlich eigentliche, nicht 
ausgeartete Transformationen : Die Discriminante der Form e Si ist 
von dem Parameter t unabhangig , und hat (folglich) den numerischen 
Werth Fins. 

Es folgt namlich aus der Formel (5), in Verbindung mit dem 
auf S. 131 angefuhrten Satze, dass die Discriminante J t der Trans- 
formation e st der Funetionalgleichung J h . J L = J h+h geniigt. Sie hat 
also die Form e at , wo a eine von t unabhangige Grosse ist. Rechnet 
man aber die Discriminante von e s,u wirklich aus, so erhalt man eine 
Entwickelung, die mit Gliedern zweiter Ordnung in St beginnt (vgl. 
oben S. 1 34) ; es ist also a — 0. 

Die Transformationen e St fiihren einen beliebigen Punkt der Ebene 
in die Punkte einer im Allgemeinen transcendenten Curve uber, einer 
„Bahncurve“ der Gruppe. Ebenso fiihrt die Gruppe eine gerade Linie 
in eine Schaar vOn oo 1 Linien liber, deren Umhullungsgebilde im All- 
gemeinen mit einer von Punkten erzeugten Bahncurve identisch ist. 
Fur besondere Gruppen, wie z. B. fiir die Gruppe von Parallelverschieb- 
ungen langs einer festen Geraden werden indessen die von Punkten 
besehriebenen Bahncurven von den Dmhiillungsgebilden der durch die 
Gruppe transformirten geraden Linien verschieden, und man hat daher 
zwei verschiedene Arten von „ Bahncurven zu unterscheiden, welche 
einander dualistisch gegeniiberstehen, und von welchen die zweite Art nur 
im uneigentlichen Sinne des Wortes als „Curve rt bezeichnet werden kann. 

Die Bilder aller Transformationen e St im Raume B erfiillen eben- 
falls die Punkte einer Curve, der ,,Bildcurve“ der eingliedrigen Gruppe. 
Dieselbe beruhrt im Einheitspunkt S° die Gerade 8° + IS, und ver- 
halt sich in diesem Punkte regular. Man iibersieht unschwer, dass 
diese Bildcurve zu den Bahncurven der eingliedrigen Gruppe projectiv 
sein muss, und daher eine ebene Curve ist. — 

Die bilinearen Formen T und 8 stehen in einer sehr einfachen 
Beziehung zu gewissen Symbolen Xf infinitesimaler linearer Trans- 
formationen, welche in der Theorie der Transformationsgruppen eine 
Rolle spielen. Wir wollen nun diesen Zusammenhang darlegen, und 
mttssen daher hier, wie auch noch in den nachsten Paragraphen 
bei dem Leser einige Bekanntschaft mit dieser Disciplin voraussetzen, 
wie sie durch das Studium des im Vorworte genannten Werkes er- 
worben werden kann. 
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Der erwahnte Zusammenhang findet seinen Ausdruck in dem nach- 
stehenden Theorem , das sieh unmittelbar aus dem Anblick der da- 
selbst auf feeite 557 aufgestellten Formeln ergibt. 

II. j ErseM man in irgend einer tenidrm hilinearen Form 
T=(JDX){TJA) die Liniencoordinaten U u U 2 , U z bemglich dutch 

Pi = i >2 = Po = und deutet alsdann X 19 X 2 , X z 

als Cartesische Coordinaten in einem JRaume von drei Dimensionen , so 
verwandelt sich T in das Symbol Tf der allgemeinen infinitesimalen 
Transformation einer Gruppe G 9 von oo 9 projectiven Transformationen, 
der von Herrn Lie so genannten allgemeinen Uneaten homogenen Gruppe, 
gebildet von alien Uneaten Transforniationen des Fannies, welche den 
AnfangspunH der Coordinaten und die nnendlich feme Ebene in sich 
selbst iiberfuhren . 

Was die Theorie dieser besonderen Gruppe G d anlangt, wollen 
wir uns nun im Folgenden nicht auf die Entwiekelungen des genannten 
Werkes stiitzen, sondern die betreffenden Satze ; soweit wir sie brauchen, 
unter Zugrundelegung einer etwas abweichenden analytischen Dar- 
stellung aus den allgemeinen Principien der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen aufs Neue herleiten, um dadurch gewisse spatere Dar- 
legungen vorzubereiten, in welchen von ahnlichen Darstellungsformen 
Gebrauch gemacht werden soil. 

Wir beginnen damit, die allgemeine endliche Transformation 
der Gruppe 6r 9 hinzusehreiben. Fugen wir, um im quaternaren Ge- 
biete die Homogeneitat wieder herzustellen, den Coordinaten X x , X 2 , X B 
noch eine vierte Coordinate X 0 — 1 hiuzu, so wird die allgemeinste 
lineare Transformation, welche den Anfangspunkt und die unendlich 
feme Ebene stehen lasst, dargestellt durch die quaternare bilineare 
Form 

(6) _ U 0 X 0 + T, 

worin T=(DX)(UA) irgend eine bilineare Form in den Verander- 
lichen X u X 2 , X z , U 1} U 2 , U 3 bedeutet. Man ersieht sogleich aus 
der Formel (6), dass diese Gruppe meroedrisch isomorph ist zu der 
Gruppe aller linearen Transformationen der (unendlich fernen) Ebene; 
es wird namlich offenbar der Gesammtheit der Transformationen 
T' = U Q X Q + XT— 0 des Raumes die Transformation T— 0 der 
Ebene so zugeordnet, dass auch der zusammengesetzten Transformation 
Tf Tf — 0 des Raumes die zusammengesetzte Transformation jT 1 7 rr 2 = 0 
der Ebene entspricht; oder, mit anderen Worten, es gibt in der 
Gruppe Cr 9 noch oo 1 Transformationen, welche die unendlich feme 
Ebene in vorgeschriebener Weise transformiren. 
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Die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe G d erhalt 
man, wenn man in der Formel (6) T — T° + 8t. T setzt; es wird also 

3 

(7) U 0 X 0 + (UX) + St.T = ^j UiX t + dtT 

0 

die allgemeine infinitesimale Transformation der Gruppe Cr 9 . Dieselbe 
ordnet jedem Punkte einen benachbarten zu, nnd zwar ist der Zu- 
wachs von X* gegeben dureh 8t(DX) di. Dies ist das Theorem II. 

Es stimmt also die Form T bis auf die Bezeichnung der Ver- 
anderlichen iiberein mit dem Lie schen Symbol Tf einer infinitesimalen 
Transformation der Gruppe 6r 0 . 80 ) 

Aas dem Vorstehenden ergibt sich ferner: 

Fiihrt man die infinitesimalen Transformationen der Gruppe G 0 als 
Raumelement ein, so wird die Gruppe, darcli welche sie vermoge der 
Transformationen der Gruppe G 9 unter einander vertauscht iverden [Lie 
S. 287], identisch mit der von uns bereits betrachteten achtgliedrigen 
Gruppe des Raumes R, dessen Punhte den Collineationen der Ebene ein- 
deutig-umkehrbar mgeordnet sind . 

Diese Satze erfahren eine wesentliche Erganzung durch die Be- 
merkung, dass die in der Theorie der Transformationsgruppen als 
„ Combination “ bezeichnete Operation [Lie S. 94] zweier infinitesimaler 
Transformationen Tf in die Sprache der Invariantentheorie iibersetzt, 
sich als ein invarianter Process erweist: Die Combination zweier Trans- 
formationen T x f und T 2 f ist im Grunde identisch mit der von uns eben- 
falls als , Combination^ bezeichneten Combinante zweier bilinearer Formen 
T x und T 2 . Es gilt namlich das sofort zu verificirende Theorem: 

III Die Combination T x {T 2 f) — T 2 (T x f) der infinitesimalen 
Transformationen T{f und T 2 f, welche den Formen T x und T 2 nach 
Sate 11 mgeordnet sind , ist identisch mit derjenigen infinitesimalen 
Transformation (T t Tf) f, welche der Combination (T x Tf) der bilinearen 
Formen 1\ und T % entspricht. 

Es ist mithin einerlei, ob man erst die Combination der Formen 
T x und T 2 in dem S, 132 definirten Sinne vornimmt, und dann die zu- 
gehorige infinitesimale Transformation sucht, oder ob man erst von 
T x und T j zu den entsprechenden infinitesimalen Transformationen 
iibergeht, und dann deren „ Combination “ im Sinne der Theorie der 
Transformationsgruppen bildet. 

Es wird also an Stelle einer jeden Formel, in welcher die Com- 
bination zweier infinitesimaler Transformationen der Gruppe Cr 9 auf- 
tritt, eine im Grunde von ihr nicht verschiedene Formel gesetzt 
werden konnen, in welcher die Combination zweier ternarer bilinearer 
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Formen T t und T 2 vorkommt. Bildet man z. B. die sogenannte Jaeobi- 
sche Identitat [Lie S. 94] far infinitesimale Transformationen der Gruppe 
Gq, und sucht die entsprechende Formel aus der Theorie der ternaren 
bilinearen Formen auf, so erhalt man die Identitat (17) ; § 14; diese letz- 
tere erweist sick mithin als ein besonderer Fall der Jacobi’sehen Identitat. 

Die invarianten Untergruppen der Gruppe G 0 werden in dem 
Uaume R der infinitesimalen Transformationen Tf oder T durch in- 
variante lineare Mannigfaltigkeiten dargestellt. [Lie S. 280.] Solcher 
gibt es aber, wie bereits bemerkt, nur zwei: den Einheitspunkt, welcher 
die mit alien anderen Transformationen vertausckbare identiscke Trans- 
formation der Ebene vertritt, und die siebenfach ausgedeknte lineare 
Mannigfaltigkeit M der Normalformen (DX) ( U/l ). Wenden wir nun 
zunachst auf die Form T° — (UX) die Satze II und III an, so er- 
gibt sich: 

IV. Die Gruppe G 0 enthalt eine einzige ausgezeichnete Untergruppe, 
die eingliedrige Gruppe G u deren infinitesimale Transformation das 
Symbol 

( 8 ) • n-(|£x)-X, =^ + 2 ,^ + 2 , 5 % 

hat. 

Die endliehen Transformationen dieser Gruppe G x werden gebildet 
yon alien den Transformationen der Gruppe 6 r 0 , welche sdmmtliche 
Punkte der unendlick fernen Ebene steken lassen; sie sind dargestellt 
durck die bilineare Form 

(9) U 0 X 0 + r (UX) = U 0 X U + r (U.X, + U 2 X 2 + U 3 X S ), 

in welcker r einen willkurlicken Parameter bedeutet. 

Weiterkin ergibt sick [vgl. Lie S. 561, Tkeorem 98; S. 558, 
Tkeorem 96]: 

V. Ausser der Gruppe G t enthalt G Q noch eine einzige continuir- 
liehe invariante Untergruppe , eine mit der allgemeinen projectiven 
Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzte Gruppe G s (die sogenannte 
specielle lineare homogene Gruppe ). Ihre allgemeine infinitesimale Trans- 
formation hat das Symbol Sf, so fern S = (DX) (U A) eine bilineare 
Normalform bedeutet. [Ygl. Lie S. 557.] 

In der That, sei T irgend eine ternare bilineare Form, so ist die 
Combination (ST) immer eine Normalform, also wieder eine Form der 
linearen Schaar S. Dies ist aber nack Satz III und [Lie Tkeorem 47, 
S. 261.] gerade das Kennzeichen dafur, dass die infinitesimalen Trans- 
formationen Sf eine Untergruppe der Gruppe G Q erzeugen. Dass die 
Untergruppe G s mit der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene gleich- 
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zusammengesetzt ist, ergibt sick daraus, dass vermoge der Transforma- 
tionen von £r 8 , oder, was dasselbe ist ? vermoge derjenigen von 6r 9 die 
infinitesimalen Transformationen Sf von G 8 durch die acktgliedrige 
Gruppe des Raumes M transformirt werden. Man hat also in der 
Gruppe dieses Raumes eine Gruppe, die einerseits mit der Gruppe der 
Ebene (§ 11), andrerseits mit der Gruppe G 8 gleiehzusammengesetzt ist. 

Man kann die invariante Untergruppe G 8 auch leicht geometrisch 
definiren, sowie ihre allgemeine endliche Transformation hinschreiben; 
womit wir sie dann von Neuem als gleiehzusammengesetzt mit der 
Gruppe der Ebene erkennen. 

Die Gruppe G 8 wird gebildet von alien denjmigen Transformationen 
der Gruppe Cr 9 , ivelche irgend ein Raimstiick in ein Raimstiiclc von 
gleichem Inhalt iiberfiihren. [Vgl. Lie S. 562 oben.J 

Berechnet man namlick den Zuwachs des durch drei beliebige 
Punkte X 7 Z (X t , Y i} Z i} i = 1, 2 ; 3) und den Coordinatenanfangs- 
punkt bestimmten sechsfachen Tetraederinhaltes ( XYZ ) bei der in- 
finitesimalen Transformation Tf [ Lie S. 53], so findet man, wenn 
T = (DX) (UJ): 

d (XYZ) =dt . {(DX) (JYZ) + (D Y) (XJZ) + (DZ) (XYZ)}, 
oder, mit Zuhilfenakme der symbolischen Identitat A = 0 (§ 6; vgl. 
auch S. 134) 

(10) S (XYZ) = it . (DZ ) . (XYZ). 

Ist also (DZ) = 0, d. h. ist T eine Normalform 8 und Tf = Sf 
eine infinitesimale Transformation der Gruppe G s , so fiihrt Tf jeden 
Raumtheil (XYZ) und damit auch jeden anderen Raumtheil in einen 
Raumtheil von gleichem Inhalt fiber; dann aber kommt die gleiche 
Eigenschaft auch alien endlichen Transformationen der von den Trans- 
formationen Sf erzeugten Gruppe zu. [ Lie S. 97.] 

Die endlichen Transformationen der Gruppe G 8 erhalten wir mithin, 
wenn wir den endlichen Transformationen der Gruppe G 0 die Be- 
schrankung auferlegen, dass sie alle Raumtheile in Raumtheile von 
gleichem Inhalt fiberffihren sollen. Als Bedingung hierffir ergibt sich 
sogleich, dass die Discriminante der in der Formel (6) auftretenden 
ternaren Form (DX) (UZ) den Werth Eins haben muss. Es liegt auf 
der Hand, dass alle diese Transformationen eine achtgliedrige, in- 
variante, von infinitesimalen Transformationen erzeugte Untergruppe 
von G g bilden. Die infinitesimalen Transformationen dieser Unter- 
gruppe erhalten wir aus denen von 6r 9 , wenn wir verlangen, dass die 
Discriminante der Form (UX) -\-dt.T (Formel (7)) bis auf Grossen 
zweiter Ordnung den Werth Eins haben soli. Dann aber folgt, dass 
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die lineare Invariante der Form T den Wertk Null kaben muss, in 
Uebereinstimmung mit unserem eben abgeleiteten Resultat. 

Wie wir oben aus der Formel (6) ablesen konnten, das£ die 
Gruppe Cr 9 mit der achtgliedrigen projectiven Gruppe der Ebene mero- 
edrisch isomorph ist ? so erseken wir jetzt aus derselben Formel den 
holoedrischen Isomorphismus der Gruppe 6r 8 mit jener Gruppe. Jeder 
Transformation von 6r s entspricbt eine bestimmte lineare Transform- 
ation der Ebene; umgekehrt entsprechen jeder collinearen Transform- 
ation der Ebene drei Transformationen von G 89 so zwar, dass die 
Bedingung des Isomorphismus erfiillt ist. 

Die bilinearen Normalformen S sind uns jetzt in doppeltem Sinne 
Symbole infinitesimaler Transformationen: Einrnal vertritt nack der 
S. 134 gegebenen Definition eine solehe Form die allgemeine infini- 
tesimale Collineation der Ebene, das andere Mai (in der Form Sf) 7 nack 
Satz V, die allgemeine infinitesimale Transformation einer gleickfalls 
projectiven Gruppe G s des Raumes von drei Dimensionen. Die all- 
gemeine endliche Transformation der von der infinitesimalen Trans- 
formation S erzeugten eingliedrigen Gruppe wird das eine Mai dar- 
gestellt durek den Ausdruck e?* (Formel (4)), das andere Mai, wie man 
ebenfalls sogleieh siekt, durck U 0 X 0 -f- e st . Die Tkeorien beider Gruppen, 
der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene und der Gruppe 6r 8 des 
Raumes sind nun offenbar in gewisser Hinsickt nicht verschieden, so- 
fern man namlich auck im dreifack ausgedeknten Raume nur komogene 
Functionen der Veranderlicken X 19 X 27 X 3 und U l7 U 2J U $ betrachten 
will. Was aber die Tkeorie der Zusammensetzung anlangt, so stimmen 
beide Gruppen vollig iiberein — die infinitesimalen Transformationen 
Xf der Gruppe der Ebene und die infinitesimalen Transformationen S 
oder Sf der Gruppe des Raumes sind durch dieselben Relationen ver- 
kniipft [Lie S. 558 Theorem 96]. Wir konnen also aus den Satzen 
II, III, V den Sckluss zieken: 

VI. Das von uns (S. 134) eingefuhrte Symbol S einer infinitesi- 
malen linearm Transformation der Ebene Izann das in der Theorie der 
Transformationsgruppen gebrauchte Symbol Xf derselben Transformation 
vollstandig vertreten ; und mar ist der Zusammenhang Bwischen beiden 
ein derartiger, dass einer linearm Identitat zwischen SymboJen Xf die - 
selbe Identitat mischen den Symbolen S der ndmliehen Transforma- 
tionen mtspricht , und ferner der Combination (X 1 Xf) f zweier Symbole 
X x f mid X % f die Combination (S x Sf) der entsprechenden Symbole S t 
und S 2 . 

Beide Symbole unterscheiden sick dadurck, dass das Lie'sche 
Symbol Xf einer infinitesimalen Collineation der Ebene die Trans- 
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formation in nicht homogenen Coordinaten darstellt [Lie Formel (2) 
S. 555], wahrend das Symbol S oder das gleichwerthige Lie’sche 
Symbol Sf einer infinitesimalen Transformation der Gruppe G 8 homogen 
geschrieben ist. Man wird daher vom Gebrauehe des Symboles 8 oder 
Sf gegeniiber dem des Symboles Xf alle diejenigen Yortbeile erwarten 
diirfen, welcbe bei projectiy-geometriscben Untersucbungen iiberhaupt 
der Gebraueb bomogener Coordinaten gegeniiber dem der Cartesiscben 
Coordinaten darbietet. 

Ware es nns nur darauf angekommen, den im letzten Satze (Y) 
angegebenen Zusammenhang einzusehen, so batten wir natlirlich nicbt 
den Umweg tiber die acbtgliedrige Gruppe des Raumes zu nehmen 
braucben — es geniigte, denselben durcb einfache Ausrechnung un- 
mittelbar nacbzuweisen. Allein dann batten wir eben die Einsicht, 
die wir mit wenig Recbnung und in der Hauptsacbe durcb begriff- 
liche Ueberlegungen erlangten, auf eine mebr mecbaniscbe Weise ge- 
wonnen. 

Die aufgestellten Satze lehren, wie man alle die allgemeinen 
Theoreme, welcbe in der Theorie der Transformationsgruppen iiber 
das Recbnen mit Symbolen Xf und iiber deren Bedeutung fiir die 
zugehorigen Gruppen aufgestellt werden, ohne Weiteres auf das Rechnen 
mit den Symbolen 8 anwenden kann — wir braucben dies wobl 
nicbt mit Beispielen zu belegen. Wir wollen uns begniigen, einen Satz 
zu formuliren, der im nacbsten Paragrapben benutzt werden soil: 

VII. Eine lineare Mannigfaltiglceit von r unabhangigen infinitesi- 
malen Transformationen S (d. h eine lineare Schaar von oo r ~ x bilinear en 
Normalformen ) ergeugt dann eine r-gliedrige Gruppe von linear en Trans- 
formationen , wenn die Combination von je mei Transformationen der 
Schaar wieder eine Transformation der Schaar vorstellL Die erhaltene 
Gruppe ist dann mit einer vorgelegten, von infinitesimalen Transforma- 
tionen eneugten Gruppe gleichmsammengesetzt , wenn beide Mannig- 
faltigheiten von infinitesimalen Transformationen derart projectin' auf 
einander bezogen werden Tconnen , dass der Combination meher Trans - 
formationen der einen Schaar auch die Combination der entsprechenden 
Transformationen der anderen Schaar mgeordnet ist. [Lie Seite 158 
Theorem 24; S. 291. S. 414 Theorem 74.] 

Yon der hier gewonnenen Einsicbt konnen wir sogleicb eine be- 
merkenswerthe Anwendung machen. 4 Wir haben auf S. 109 behauptet, 
dass die Parameterzabl 6 der Gruppe von linearen Transformationen, 
welcbe ein vorgelegtes Gleichungssystem Fi = 0 in sicb selbst iiber- 
fuhren, bereits durcb Betracbtung eines Systems von linearen Glei- 
cbungen bestimmt werden kann. Dies ergibt sich jetzt unmittelbar. 
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Denn die Zahl 6 ist die Zahl der linear unabhangigen infinitesimalen 
Transformationen, welche das gegebene Gleicbungssystem in sicb selbst 
uberfiihren; wir haben also nur eine Normalform S= (I)X) (JJJ) in 
allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass Gleiehungen von der Form 

SFi = XiFi 

bestehen, wobei SFdt den Zuwaehs einer Form F bei der infinitesimalen 
Transformation S° Sdt bedeutet (S. 135). Die allgemeine L.osung 
(DX) (UA) dieses Gleichungssysterus (sofern iiberhaupt eine Losung 
vorbanden ist) wird nocb von gewissen Parametern in linearer und 
bomogener Weise abbangen; und die Zahl dieser Parameter ist die 
Zahl — 

Setzt man die infinitesimale Transformation Sf oder Tf gleicb 
Null, so erhalt man eine (sebr specielle) homogene lineare partielle 
Differentialgleicbung I. 0., welche mitbin ebenfalls durch das Symbol S, 
bezuglich T bestimmt ist. Wir werden daber der Furze halber aucb 
von der v partiellen Differ entialgleidmng Tf — 0“ reden, und meinen 
dainit diejenige Differentialgleichung, die man erhalt, wenn man in der 

Gleichung T= 0 U 19 U 2 und U z bezuglicb durch 

ersetzt. Ist z. B. T = T° = ( TJX ), so lautet diese Differential- 
gleichung 

(UX)f- (j£ 2) -X, + X, + X, H- _ 0; 

ihr Besteben fur eine Function f (X l} X 2} Xf) sagt nach dem Euler- 
scben Theorem aus, dass f bomogen vom Grade Null ist in X x X%X z . 

Da Tf der Zuwaehs der Function f bei der infinitesimalen Trans- 
formation T ist, so ist es einerlei , 6b wir sagen , die Function F gestattet 
die infinitesimale Transformation T, oder sie geniigt der partiellen Differ- 
entialgleichung Tf = 0 ; das Eine ziebt das Andere nach sich. [Lie 
S. 96 ft] 

Man kann den angegebenen Zusammenhang aucb in der umgekehrten 
Richtung, namlich fiir die Tbeorie der Gruppe (r 9 verwertben. 

So ergibt sicb z. B., dass das Problem: „Alle Typen von eingliedrigen 
Gruppen der Gruppe 6r 9 zu finden“ sicb auf das andere zuruckfubren bisst: 
„Alle Typen von endlicben linearen Transformationen der Ebene zu finden^; 
und eine abnliche, wenn aucb nicbt ganz so grosse Erleichterung findet 
bei der Aufgabe „Alle Typen von r-gliedrigen Untergruppen der Gruppe Gr d 
zu finden“, aucb damn nocb statt, wenn r > 1. Diese Betrachtungen fiibren 
uns indessen zu weit von unserem eigentlichen Tbema ab, und mogen daber 
bei Seite gelassen werden. 

Nocb mag bier eine Bemerkung ibre Stelle finden, welcbe sicb auf 
das Verhaltniss der mebrfacb betracbteten acbtgliedrigen Gruppe des 
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Eaumes B zu der sogenannten adjungirten Gruppe [Lie Kap. 16] der Gruppe 
aller linearen Transformationen der Ebene beziebt. 

Jede nicbt ausgeartete Transformation T der Ebene kann nnter der 
Form e St (Formel 4), oder, was auf dasselbe hinauslauft, unter der Form 
e s dargestellt werden. 

Wir konnen daher die linearen Transformationen der Ebene noch auf 
eine zweite Art auf die Punkte eines acktfacb ausgedehnten Eaumes B' 
abbilden, indem wir namlicb jetzt als Eeprasentanten der Transformation 
T == e s nicbt den Punkt T, sondern den Punkt 8° + S des Eaumes B 
w&blen. 

Bei beiden Abbildungen ( B ) und {B') entspricbt der identiscben 
Transformation der Einbeitspunkt, und dieselben stimmen iiberbaupt in der 
N&be dieses Punktes uberein. Bei der zweiten aber werden die Transforma- 
tionen der eingliedrigen Gruppen nicbt mebr durcb die Punkte trans- 
cendenter Curven, sondern durcb gerade Linien reprasentirt, welcbe im 
Einbeitspunkte -zusammentreffen. Den ausgearteten Transformationen ent- 
sprecben im Eaume (2iQ die Punkte der bereits mebrfacb betracbteten 
linearen siebenfacb ausgedehnten Mannigfaltigkeit M. Nimmt man diese als 
unendlicb fern an, so erkennt man obne Scbwierigkeit, dass die Abbildung 
dieselbe ist, welcbe zu der Bildung der adjungirten Gruppe ffthrt; und 
zwar erweist sicb diese Gruppe als identiscb mit der von uns betracbteten 
project! ven Gruppe des Eaumes B. Nekmen wir die beiden Eaume B und 
B' nicbt, wie bisber, als einander deckend, sondern als verscbieden an, so 
konnen wir dieses Eesultat so aussprecben: 

Die von uns betrachtete acMgliedrige Gruppe des Baumes B, dessen 
Punkte den linearen Transformationen der Ebene eindeutig-umkehrbar m- 
geordnet sind , ist m Hirer adjungirten Gruppe dhnlich, und kann in dieseTbe 
durch eine projective Transformation ubergefuhrt werden . — 

Beide Gruppen werden ausserdem noch durch eine transccndente Trans- 
formation in einander ubergefuhrt {als deren analytischer Ausdruck die Formel 
T — e s angesehen werden kann), von der Eigenschaft , dass jedem Punkte des 
Baumes B diejenigen Punkte von B' mgeordnet werden , welche dieseTbe Trans- 
formation darstellen. 

Diese letztere Transformation ist in der einen Riebtung (vom Punkte 
8° + S zum Punkte T) eindeutig, und kann in dieser ohne Weiteres aus- 
gefiihrt werden. Um aucb die entgegengesetzte Transformation zu kennen, 
mtissen wir die Aufgabe losen, „eine vorgelegte endliebe Transformation T in 
der allgemeinsten Weise unter der Form e s darzustellen a , oder geometrisch 
ausgedriickt „Alle eingliedrigen Gruppen von linearen Transformationen m 
finden, ivelche eine gegebene endliclie Transformation. enthalten u . Die Beband- 
lung dieses Problems wiirde indessen wiederum zu weit aus dem Rabmen 
dieser Arbeit beraustreten. 31 ) 

Aus dem Gesagten gebt bervor, dass es bei projectiv-geometriscben 
und insbesondere bei algebraiscben Untersucbungen vortbeilhafter ist, sfcatfc 
der adjungirten Gruppe und der zugeborigen Abbildung der linearen Trans- 
formationen auf die Punkte des Eaumes B ' die ibr abnlicbe Gruppe des 
Raumes B und die zugeborige Abbildung zu betrachten. Beide geben von 
der Vertbeilung der Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe der 
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Ebene ein gleieh einfaches Bild; die letztere Abbildung der linearen Trans- 
formationen aber bat den Vorzug, emcleuiig nmkebrbar zu sein, und zn ibrer 
Auffindung keine transcendenten Operationen zu erfordern. 

Die in diesem Paragrapben aus Rucksicbt auf die Darstellung fur 
ternare Formen ausgesprochenen Satze gelten-ganz ebenso fur Gebiete 
von boberer als dritter Stnfe: Zur allgemeinen projeetiven Gruppe 
eines Gebietes N ter Stufe stehen ja zwei Gruppen und ($5^— l eines 
Gebietes N + l ter Stufe in genau derselben Beziebung, wie die von 
uns betracbteten Gruppen G& und Gp—i zu der Gruppe des Gebietes 
dritter Stufe. Wir werden im nacbsten Paragrapben voraussetzen, dass 
der Leser die ganz einfaebe Verallgemeinerung der betreffenden Formeln 
selbst vollzogen hat. Die angestellten Betrachtungen werden uns dann 
ausserdem insofern zu Statten kommen, als wir bei einer Yerallgemein- 
erung der Tbeorie der Gruppen G 9 und G s in anderer Riebtung uns nun- 
mebr viel kurzer werden fassen konnen ; als es obne eine solcbe Bezug- 
nabme auf einen bekannten einfacben Fall angemessen erscbeinen wiirde. 


§ 16. 

Die Invarianten algebraischer Formen als Invarianten gewisser 
Transformationsgruppen. 

Wir bniipfen bier an die Entwickelungen des § 11 an, und wollen 
zunaehst die allgemeine Transformation der dort besprocbenen Gruppe 
g 8 wirklieb binschreiben. Sie wird nacb Formel (7) ; § 14 dargestellt 
durcb die bilineare Form 

(1) % = {312 e}[(DJI) [(BE) (HP)] 71 {U9K}. 

Dass diese ^Transformationen %“ (vgl. S. 127) nun wirklieb eine 
Gruppe bilden ; findet seinen analytiseben Ausdruck in dem Satze: 

I. Seien T x — (E t X) (U T 2 = (D 2 X) (UH 2 ) irgend zwei 
lineare Transformationen der Ebene, 

Tn = (AX) (A A) (UJ 2 ) = (A 2 X) ( VAO 

derm Product, seien ferner % l9 un $> ^12 die dm Transformationen 
T 1P T 2 und T n vermoge der Formel (1) zugeordneten linearen Trans- 
formationen des Baumes endlich % 1 . % 2 das Product der Trans- 
formationen und % 2 so besteht die Identitdt 

(2) 

so fern der in § 11 mit 3 bezeichneten Invariante der numerische Werth 
Eins beigelegt wird . 

Study, Ternare Formen. 


10 
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Er wird namlich nach Formel (1): 

a- a = iaa m a) caa)] w [b^o (aa)a 

• i^} [(A A) (A A)] m [(b 2 e 2 ) (a A)]* {Um,}. 

Da aber die Formea 

{3i3c} [(PIT) (UJ)] m [(BE) (ffZ)]», {U3tt} [(B4) (DX)] m [(HP) (UE)]» 
zugleieh mit den Formea Tc und Normalformen sind , so konnen 
wir fftr den obigen Ansdruek naeb Formel (4a), § 11 aucb sehreiben: 

3 . {A*} [(A A) (A A) (A A)]* m A) (A A) (AWW}- 

Hier konnen wir Symbole der Form T 12 einfuhren, da 
T 12 = (UE 12 ) (H 12 X) = i (As As U) (As As*) 

= (cta)(AA) (AA> = t 2 t 1; 

und erhalten nun wirklich 

Si.S, = 8.{9l«} [(A 2 ^)(J5^)] m [(BJE7 12 ) (H 12 P)? {U Wl] = S.X 12 , 

eine Formel, die den Isomorplrismus der von den Transformationen P 
und X gebildeten Gruppen in der denkbar einfachsten Weise zur An- 
sehauung bringt. — 

Die Formel (2) zeigt uns aucb, wie wir die mit der Punkttrans- 
formation X verknupfte Transformation der Raume U herstellen konnen, 
obne auf die allgemeine Theorie der bilinearen Formen des Raumes 9? 
zuriickgreifen zu mussen. Wahrend im Allgemeinen die Entgegen- 
gesetzte einer Punkttransformation X des Raumes 9t nur durch eine 
ganze Covariante N — l ten Grades von X dargestellt werden kann, ge- 
lingt es fur unsere besonderen Transformationen X einen vie] ein- 
facheren Ausdruck anzugeben, welclier das Namliche leistet: Man hat 
nach Formel (2) dieses Paragrapben und Formel (14), § 14 nur in 
der Formel (1) die Symbole von T mit Symbolen von T ~~ 1 zu ver- 
tauschen, um aus den Transformation X die Transformation X"" 1 zu 
erhalten. Es ergibt sicb also, mit Zuziebung von Formel (6), § 14: 

(3) 6 = X- 1 = { 9t 9E } [(HU) (B E)Y [(B J) (DP)]” { U } 

Nebmen wir an, es sei J gleicli Eins, so werden mithin X und 0 
entgegengesetzte Transformationen, es wird X.0 == {USE}. 

Gewissermassen ein Corollar des Theorems I bildet der folgende Satz: 
II. Es sei T — (JDX) (JO d) eine bilineare Form von der Biscri - 
minante Eins , X die vermoge der Formel (1) ihr mgeordnete Form 
des Gebietes 91. Dann ist es fur das JResultat gleichgiltig , ob man auf 
die Formen Sft, 91 als Formen des Gebietes N teT Stufe 91 die Transfor- 
mation % ausfuhrt , oder ob man dieselben Formen als terndre Formen 
auffasstj und der Transformation T = unterwirft 
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In der That, fiibren wir fur X und X~ x = 0 die neuen symbo- 
lischen Bezeichnungen {5826} { 11 } und {U^' } { 9S'3£ } ein, so finden 
wir sogleich fur die vermoge der Punkttransformation X transformer ten 
Formen 2JI und die Ausdriicke 

{33 M} {U5P} {BXy (UP)* = {U3J l)[(BJ) (DZ)]« [(HP) (UE)]*, 
{33'3£}(?777) m (BZ)* = {913£} [(HIT) (UE)] m [(BH) (DX)f } 
Formeln, die gerade die Behauptung ausdriicken. 

Haben wir einmal, sei es begrifflich, sei es durch die oben mit- 
getheilte Rechnung erkannt, dass die Transformationen % eine Gruppe, 
und zwar eine mit der Gruppe G s gleichzusammengesetzte Gruppe 
bilden, so wissen wir auch, dass die infinitesimalen Transformationen 
unter ihnen zu einander und zu den infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe G 8 in der Beziehung stehen, welcbe durch das Theorem 
VII § 15 angegeben wird. Wir wollen aucb das verificiren, indem 
wir die infinitesimale Transformation ©° + St& der Gruppe g 8 auf- 
stellen, welche der Transformation 8° + StS zugeordnet ist. 

Ersetzen wir in der Formel (1) die Symbole von ( JDX ) (Z7z/) 
dureli Symbole von S° + StS, und die Symbole von ( TIE) (HX) dureh 
Symbole von S° — StS (vgl. Formel (2), § 15), und schreiben dann 
fur 8 wieder symbolisch (DX) (UH), so erhalten wir diejenige in- 
finitesimale Transformation der Gruppe g 8 , welcbe der infinitesimalen 
Transformation 8° + dtS der Ebene zugeordnet ist. Der Coefficient 
von St in dem so entstehenden Ausdruck ist eine Normalform, weil 
(JDH) den Werth Null bat; er ist daher unmittelbar das Symbol der 
infinitesimalen Transformation der Gruppe g 8 : 

© = {m} {i m\ (Bny*- 1 (spy-* 

^ • [m (BP) (DU) (BJ) — n (Bn) (BJ) (DP)]. 

III. Wir behaupten nun , dass zwischm der Combination (@ 1 © 2 ) 
zweier infmitesimaler Transformations n 3 welche vermoge der Formel (2) 
dm Transformationen S 1 und S 2 zugeordnet sind 7 und derjenigen in - 
finitesimalen Transformation © 12 , ivelche vermoge derselben Formel der 
Combination von 8 X und S 2 entspricht , die Relation besteht 

(5) (€>!©*) = © 12 . 

Die Verification dieses Theorems gestaltet sich wohl am ein- 
fachsten, wenn man von der Identitat (2) ausgebt, und diese fur in- 
finitesimale Transformationen specialisirt. Ersetzt man T x und T % 
durch 8° + St x 8 x und 8° + St 2 S 2 , und dem entsprechend X t und X 2 
durch und @° -|- St 2 <B 2} vertauscht dann die Indices 1 

10 * 
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und 2 und bildet die Differenz der beiden so erhaltenen Relationen, 
so kommt 

(@i @2) = ^12 ^21? 

wo z. B. % 12 aus T n = (8 0 + (S° + S 2 dQ dadurch hervorgeht, 

dass man in der Formel (1) Symbole von T 12 an Stelle der Symbole 
von (DX) (Ud) einfiihrt, nnd in der Entwickelung nacb Potenzen 
von 8t x nnd dt 2 die Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung 
weglasst, Beriicksichtigt man nun ; dass die entgegengesetzte Trans- 
formation von T a bis auf Grossen drifter und hoherer Ordnung dar- 
gestellt wird durch den Ausdruck 

£° — A A - A A - A'WA + (CX) (US) A A, 

wo 

2 (CX) (UR) = (A A' U) (4<2) 

+ 2 (A A TO (A AX) + (A A' A> (A A' A 

symmetrisch ist in Bezug auf die Indices 1 und 2, so sieht man leicht, 
dass in der Differenz % l2 — Ai sich alle Grossen nullter und erster 
Ordnung, sowie ein Theil der 'Grossen zweiter Ordnung wegheben, 
und nur der folgende Ausdruck iibrig bleibt: 

A A • {3t3E} {iisoi} (Bny- 1 (b p)*- 1 . 

• [rn (BP) (Ail) (A A) (A A) - » (BP) (AA (A A) A A) 

- n (BE) (BA) (A A) (A P) + n (BE) (B a) (A A) (A AO- 

Jetzt kann man Symbole von A S 2 — S 12 und A A = Ai einfiihren 
und erhalt damn 

(A A) = {80} {U3tt} (BE)™- 1 (BP)"- 1 - 

• [rn (BP) (A A) (if A*) - m ( BP ) (A A) A AO 
- n (BE) ( BA 0 (A A) + » Ail) (B AO (AA)J = ©«• 

Hiermit ist die Ricbtigkeit des Theorems YII § 15 fur unseren 
Fall auch dureh Rechnung nachgewiesen; denn die Gleiekung (5) zeigt 
nicht allein, dass die Combination zweier infinitesimaler Transforma- 
tionen der Schaar @ wieder eine infinitesimale Transformation der 
Sehaar ist ; sondern auch, dass die beiden linearen Mannigfaltigkeiten 
@ und S der infinitesimalen Transformationen der beiden Gruppen 
derart projectiv einander zugeordnet sind, dass auch die Combinationen 
entsprechender Formen wieder entsprechende Elemente darstellen. — 
Es ist ntitzlich, zu bemerken, dass wir in der vorstehenden Rechnung 
von dem Umstande keinen Gebrauch gemacht haben ; dass die In- 
variante ( Dzl ) der in der Formel (4) auftretenden ternaren Form S 
den Werth Null hat. Die Gleichung (5) gilt also auch dann noch, 
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wenn (D x X) unci (D 2 X) ( V z/ 2 ) nicht gerade Normalformen 

sind. © x und © 2 sind dann im Allgemeinen auch keine Normal- 
formen des Raumes 9ft, wohl aber © 12 , in Uebereinstimmung ruit dem 
Umstande, dass (S 1 S 2 ) eine Normalform ist. Nur wenn m — n ist, 
wird © immer eine Normalform, da in diesem Falle © gebildet fur 
die besondere Form (DX) (Ud) = ( UX ) identisch versehwindet. 

Die Gruppe g 8 des (N—V)-fach ausgedelmten Raumes 31 steht m 
mvei Gruppen and © s eines N-fach ausgedehnten Raumes 31' in 
einer gam ahnlichen Be#ielmng, wie die allgemeine projective Gruppe 
der Ebene mi den im vorigen Paragraphen betrachteten Gruppen G 0 
und G s des dreifach ausgedelmten Raumes. 

In der That, fiihren wir die Grossen . . . 3 £#, die wir bisher als 
liomogene Coordinaten eines Punktes 3c des Raumes 91 deuteten, als nicht- 
homogene Coordinaten eines Punktes des Raumes 91' ein, und fugen, uni 
die Homogeneitat wieder kerzustellen, eine weitere Coordinate 3£ 0 hinzu, 
so konnen wir aus jedem Ausdruek % der Form (1) eine lineare Trans- 
formation des Raumes 91' herleiten, dargestellt dureh die bilineare Form: 

(6) U 0 X 0 + X. 

(Ygl. § 15 Formel (6).) Die Gesammtheit dieser Transformationen 
bildet eine von infinitesimalen Transformationen erzeugte neungliedrige 
Gruppe des Raumes 91', welche mit der Gruppe 6r 0 holoedrisch 

und (also) mit der Gruppe G s meroedrisch isomorpli ist. Die von 
infinitesimalen Transformationen erzeugte invariante Untergruppe ($ 8 
der Gruppe @ 9 erhalt man, wenn man der Discriminante der ter- 
naren Form T , von welcher die Form % der Formel (6) abhangt, den 
Werth Eins beilegt.*) In der That sieht man leicht, dass die 
Transformationen dieser Schaar eine zusammenhangende Mannig- 
faltigkeit, eine Gruppe, und zwar eine invariante Untergruppe der 
Gruppe @9 bilden, welche mit G s gleich zusammengesetzt ist. 
Ausserdem enthalt ® 9 noch eine einzige von infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugte invariante Untergruppe, die ausgemchnete ein - 

*) Zwischen der Discriminante $ der Form % und der Discriminante J der 

{m+2n)N 

Form T besteht die Identitat : g == J 3 . Naturlich bilden auch diejenigen 

Transformationen von © 9 , deren Discriminante $ den Werth Eins hat, eine in- 
variante Untergruppe ® 8 ' von © 9 ; diese Gruppe ® 8 ' , welche ihrerseits die Gruppe 
© 8 als invariante Untergruppe enthalt, ist aber nicht continuirlich, wiewohl 
die (2V 2 — l)-gliedrige Gruppe aller linearen Transformationen der Form 
U 0 ill Q + {3532} {11$}, deren Discriminante $ den Werth Eins hat (die specielle 
lineare homogene Gruppe), continuirlich ist. 
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gliedrige Untergruppe @ 17 deren allgemeine Transformation ist: 

N 

(7) U^ 0 + r|M)=U 0 I 0 + r2 U f $, 

(vgl. § 15 Pormel (9)). 

Man kann nnn aucli die infinitesimalen Transform ationen der 
Gruppen <$ 0 and © s sofort kinsclireiben. Bedenken wir, was zu Schluss 
des vorigen Paragraplien bereits angedeutet, dass jede bilineare Form 
des Gebietes 31 Symbol einer infinitesimalen Transformation der all- 
gemeinen linearen homogenen Gruppe des Gebietes 9t' wird, sofern 

man IL ...Un durch 41- ersetzt, dass also insbesondere die 

0 0*1 0 X N 

bilinearen Normalformen von St, und unter diesen wieder die Formen 
© nicht allein Symbole infinitesimaler Transformationen von 3t, son- 
dern in einem anderen Sinne aucli Symbole © fj gewisser infini- 
tesimaler Transformationen von St' sind, so konnen wir den Satz 
formuliren: 

IV. Ist © (Formel 4 ) das Symbol der allgemeinen infinitesimalen 
Transformation der achtgliedrigen Gruppe g 8 des Baumes 91, so ist © % 
das Symbol der allgemeinen infinitesimalen Transformation der mge- 
horigen Gruppe ($ 8 des Baumes 9ft'. Die Gruppe @ 9 wird ermigt von 
den Transformationen @ $ und der iveiteren , mit alien Transformationen 
© $ vertauschbaren infinitesimalen Transformation 

E’g — (UJ£) % - {|| I) -_2'3E<||. 

1 

Wirklich, setzen wir in die Formel (6) den Werth T — T° + d t T 
ein, um die infinitesimalen Transformationen von @ 9 zu erhalten, so 
gelit (6) fiber in den Ausdruck 

(8) U 0 3e 0 + {UX} + dt®, 

worm die von T — (. DX ) (Ud) linear abhangige Form © im All- 
gemeinen keine Normalform ist. Nebmen wir nun an, dass (Dz/) 
verschwindet, so wird ©, das Symbol der infinitesimalen Transforma- 
tion (8), eine Normalform, und es ergibt sick der erste Theil des 
Satzes. Aus der Formel (7) aber gelit hervor, dass die Gruppe ($ 9 
noch die weitere, mit den Transformationen © vertauschbare infini- 
tesimale Transformation 

(9) Xl 0 3£ 0 + {U3£} + *f {U$} 

N 

mit dem Symbol {U3£} % oder J/j gf. e ^bhalt (vgl. Formel (8), § 15), 
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was im Falle m ^ n aucli unmittelbar aus der Formel (8) abgelesen 
werden kann. (Vgl S. 149 oben.) 

Dass die infinitesimalen Transformationen ©§, und also auch 
© § zusammen mit %° % den Bedingungen genugen, welcbe die infini- 
tesimalen Transformationen einer Gruppe iiberhaupt zu erfiillen haben, 
wurde bereits mit Satz III verificirt; denn nacli dem (verallgemeinerten) 
Satze III des § 15 kann aus dem Bestehen der Gleichung © x @ 2 
— @ 2 © 1 = © I2 auf das Bestehen der Gleichung (@ 2 g) — © 2 (©jgf) 
= © 12 ^ geschlossen werden. 

Die Theorie der Gruppe ($5 8 kann in gewisser Hinsicbt die Theorie 
der Gruppe g s der Transformationen % des Raumes 9i vertreten, 
ahnlich, wie die im vorigen Paragrapken betrachtete Gruppe Cr 8 die 
Gruppe der linearen Transformationen der Ebene. Fur uns bietet die 
Hereinziebung der Gruppen @ 8 und @ 9 den Vortheil, dass wir nun- 
mebr einen genaueren Einblick in das Verhaltniss der Theorie der 
Invarianten algebraiscber Formen zu der in yieler Hinsiekt allgemei- 
neren Theorie der Transformationsgruppen erhalten. 

Der Zusammenhang zwischen beiden Disciplinen wird in der Haupt- 
saehe vermittelt durch den folgenden Satz: 

Y. Jede analytische Function $ der Coefficienten der terndren Nor- 
mal form { 91 X } ( UII) m (B X) n mit Invarianteneigenscliaft fur alle Werth- 
systeme dieser Coefficienten , ist als Function % der Veranderlichen 36 
aufgefasst, eine Invariants der Gruppe © 8 . DriicH man umgelcehrt in 
einer Invariants % (36* . . . %n) dieser Gruppe die Veranderlichen 36 ver- 
mdge der Substitution 

(io) {KX} = {nm}(BQ)™(APy 

durch die Coefficienten einer terndren Normalform ® = ( UQ) m (AX) n 
aus, so verwandelt sich % in eine Function % dieser Coefficienten , 
ivelche die Invarianteneigenscliaft besitzt 

Dieses Theorem, das im Keime bereits in den Betrachtungen des 
§ 10 enthalten ist, ergibt sich uns sofort aus dem Satz II. Auf Grund 
dieses Satzes ist es einerlei, ob man die Formen 93i, 9t der Trans- 
formation % oder der ebenso allgemeinen Transformation T~~ l unter- 
wirft, sofern T die Discriminante Eins hat. 

Ist mithin % eine Function der Coefficienten' der ternaren Form 
91, die bei alien Transformationen T~~ l ihren Werth behalt, so behalt 
sie ihn auch bei den zugehorigen Transformationen %, oder, was 
dasselbe ist, bei alien Transformationen U 0 36 0 -f % der Gruppe ($ 8 . 
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1st umgekehrt g als Function von 3E X ... gegeben, so kann % seine 
Eigenschaft als Invariante der Gruppe ® s dadurch niclxt verlieren, 
dass man in der durch Formel (10) gegebenen besonderen 

Form schreibt. Die rechte Seite von (10) gelit aber durcli die Trans- 
formation U 0 3E 0 + % iiber in: 

{UM j [(BJ) (. DQ)Y [(HP) (AE)]% 
wiederum nacb Satz II; und diesen letzteren Ausdruck kann man aucb 
dadurcb erhalten ; dass man die Form der Transformation jT"” 1 
unterwirft. Es wird also als Function g* der Coefficienten von 
invariant gegeniiber den linearen Transformationen von der Determi- 
nante Eins. 

Der Inhalt des Theorems V interessirt uns indessen hier nicht in 
seiner vollen Allgemeinheit: Ftir uns kommen nur homogene Func- 
tioned und unter diesen wieder besonders die algebraischen in Betracht. 
Die Theorie dieser letzteren aber reducirt sich in der im ersten Ab- 
schnitt geschilderten Weise auf die Theorie der ganzen Invarianten. 
Um nun diese letzteren durch ein ebenso einfaches Theorem kenn- 
zeichnen zu konnen, wie der Satz V ist ; mtissen wir von einer besonderen 
Voraussetznng fiber die Natur der Form Gebrauch machen. Wir 
wollen annehmen , dass die Form 3K als Coefficienten tauter rationale 
Zahlen hat — eine Forderung ; die wir ; wie gelegentlieh schon friiher 
bemerkt, leicht erfiillen konnen, indem wir namlich einfach als Coef- 
ficienten von Ujl . . . Un in der Form 9Qt irgend N linear unabhangige 
ternare Normalformen mit numerischen Coefficienten nehmen. Es erhalt 
dann natfirlich auch die Form Sit lauter rationale Zahleneoefficienten. 

Dann aber ergibt sich ohne Weiteres als Corollar des Satzes Y 
der erste Theil des folgenden Theorems: 

VI. Jede rationale (game) Invariante % der terndren Normalform 
-Ji ist als Function der Verdnderlichen 26 eine Invariante der Gruppe 
welche rational (gam ) and homogen ist in 3£ x ... 36^ mit numer- 
ischen Coefficienten . TJmge'kehrt geht vermoge der Substitution (10) jede 
Invariante % der Gruppe @ 8; welche rational (gam) und homogen ist 
in 3S X . . . Un und mmerische Coefficienten hat, in eine rationale (game) 
Invariante % der terndren Normalform Q iiber. Ist aber % insbesondere 
auch eine Invariante der Gruppe so entspricht ihr eine absolute 
Invariante und umgekehrt 

Die letztere Bemerkung ergibt sich unmittelbar, wenn man bedenkt, 
dass man die Gruppe @ 9 erhalt, indem man zu den Transformationen 
von @ 8 noch die Transformationen der eingliedrigen Gruppe @ x ffigt. 
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Dass aber eine Function $ diese letzteren Transformationen gestattet, 
beisst nichts Anderes, als dass sie homogen ist yom Grade Null. — 

Die yorstehenden Betracbtungen sind in mehrfacher Hinsicbt einer 
Yerallgemeinerung fabig. Zunacbst kann man an Stelle der Normal- 
formen beliebige Formen mit mebreren Veranderlichen setzen, deren 
Coefficienten entweder unabbangig oder durcb das Verschwinden ge- 
wisser linearer Covarianten bescbrankt sind. Alle aufgestellten For- 
meln und Satze lassen sicb obne Schwierigbeit aucb auf solcbe Formen 
ausdehnen, Wir geben indessen hierauf nicht ein ; da die Invarianten 
beliebiger Formen sicb immer durcb simultane Invarianten von Nor- 
malformen ausdriicken lassen, und wir auf diese letzteren obnebin so- 
gleicb zuriickkommen werden. 

Zweitens kann man eine Yerallgemeinerung in dem Sinne vor- 
nebmen, dass man an Stelle der Invarianten einer einzigen Normal- 
form (n, m) simultane Invarianten einer beliebigen Anzabl von a unab- 
hangigen Normalformen (n 7 m) und von l Normalformen (m, n) setzt. 
An Stelle der zuletzt betrachteten Function § mit einer Veranderlichen 
(einem Veranderlichen-System) 3£ werden jetzt Formen % treten, welche 
a verscbiedene Veranderliebe 3£ und b Veranderlicbe U enthalten, und 
gleicbfalls durcb sammtlicbe Transformationen der Gruppe © 8 , bezw. 
@ 9 in sich selbst xibergefiibrt werden — wofiir man die erforderlicben 
Kriterien mit Hilfe der Formel (7), § 14 oder vielmebr deren Yerall- 
gemeinerung auf Gebiete N t6V Stufe sofort aufstellen kann. 

Im Allgemeinen wird man indessen anzunebmen baben, dass die 
Normalformen, deren simultane Invarianten zur Untersucbung gelangen, 
nicbt alle dasselbe Paar von Ordnungszahlen m und n besitzen. Man 
wird sie dann aucb nicbt alle durcb Elemente des bis jetzt betracb- 
teten Raumes 5ft' darstellen konnen, sondern man wird auf die in § 10 
angewendete Darstellung sammtlicber unabbangiger Coefficienten in ver- 
schiedenen Coordinatenricbtungen zuriickgreifen milssen. 

Seien F t . .. Fq 7 wie in § 10, die vorgelegten ternaren Formen, 
die wir aber jetzt als Normalformen annebmen wollen. Dann denken 
wir uns zunacbst zu jeder der von ibnen gebildeten linearen Mannig- 
faltigkeiten N% tex Stufe nacb § 11 eine Parameterdarstellung durcb 
Veranderliche mit Hilfe gewisser Formen bergestellt* 

Hierauf bilden wir vermoge der Formel (1) S. 145 die bilineare Form 
%W } welcbe zu der Transformation T = (DZ)(C7k/) von der Discri- 
minante Eins gebort. Dann wird die bilineare Form 

(11) U 0 3£ 0 + fw + ••• + $<?) 
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eines Gebietes (N^ + • • • + + l) tcr Stufe der analytische Aus- 

druek der allgemeinen Transformation einer achtgliedrigen projectiven 
Gruppe (S 8; welcke mit der Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzt 
ist. Die allgemeine infinitesimale Transformation derselben Gruppe 
erhalt das Symbol 

( 12 ) + ... + ©(?)$, 

worm z. B. nach dem Muster des Ausdruckes © (Form el (4)) 
gebildet ist, und eine bilineare Form in den Veranderlichen tt (1) , 
des Gebietes ter Stufe vorstellt. Fiigt man zu den infinitesimalen 
Transformationen (12) die q weiteren mit jenen und unter einander 
vertausehbaren infinitesimalen Transformationen 

(13) {UW3£W}gf --- {UWJWJg 

der p-gliedrigen Gruppe 

(14) U 0 3£ 0 + { U (1) 3£ (1) } + ••• + r q { UW W# } , 

so erzeugen diese mit den Transformationen (12) die (8 ^>)-gliedrige 
Gruppe @ 3 +^ aller Transformationen der Form 

(15) U 0 3 t 0 + r 1 %V> + ~ +r Q W, 

eine Gruppe, die nun wieder mit der allgemeinen projectiven Gruppe 
der Ebene nur nocli meroedrisch isomorph ist. 

Die Invarianten dieser beiden Gruppen & s und $ s +q hangen nun 
mit den Invarianten, beziebungsweise absoluten Invarianten der ternaren 
Formen F x ... F^ genau in derselben Weise zusammen, wie die In- 
varianten der oben betrachteten Gruppen @ 8 und mit den In- 
varianten und absoluten Invarianten einer einzigen Normalform — wir 
werden wobl nicht nothig haben, die beziiglichen Yerallgemeinerungen 
der Theoreme Y und VI noch besonders zu formuliren. Sind die 
Normalformen F t ... Fq nicht unabhangige Grundformen, sondern alle 
oder zumTheil lineare Covarianten einer oder mehrerer Formen F',F”,... 
mit mehreren Veranderlichen, so erfahren die aufgestellten Formeln 
eine leichte Modification: Man iibersieht sofort, dass in diesem Falle 
an Stelle der Gruppe ® s +q eine Gruppe mit weniger Para- 

metern tritt. 

Die Invarianten algebraiseher Formen sind also allgemein Inva- 
rianten, und zwar besondere, namlich Jwmogene Invarianten gewisser 
projectiver Transformationsgruppen. Dieses allgemein ausgesprochene 
Resultat hatten wir auch viel einfacher herleiten konnen: Es liegt ini 
Grunde bereits in den Betrachtungen des § 10. Die jetzt entwickelte 
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Theorie leistet aber erheblicb mehr ; als bios die Erkenntniss von dem 
Vorhandensein dieses Satzes; denn sie setzt uns in den Stand, die infini- 
tesimalen und endlieben Transformationen jener Gruppen, wie ibxen 
ganzen Zusammenhang mit der allgemeinen projectiven Gruppe der 
Ebene in vollig allgemeiner Weise (lurch explicite Formeln darzustellen. 


§ 17. 

Andere analytische Darstellnng der Gruppen ($ 8 und & s + q . 

Wir baben im vorigen Paragrapben zwei Gruppen @ 8 nnd 
eines hoheren Raumes 5ft' behandelt, und in einer solchen Weise ana- 
lytisch dargestellt, dass die Einordnung dieser Gruppen in die projective 
Geometrie jenes Raumes auch in den Formeln hervortrat; es wurden 
namlich sowohl die endlieben, als aucb die infinitesimalen Transforma- 
tionen dieser Gruppen durcb bilineare Formen mit Veranderlicben des 
Raumes 5ft' ausgedriickt, also in einer ganz ahnlicben Weise, wie wir 
in § 14 und § 15 die endlieben und infinitesimalen linearen Trans- 
formationen der Ebene bebandelt batten*). Wir erreiebten damit zu- 
gleicb den weiteren Vortbeil, unsere Symbole infinitesimaler Trans- 
formationen der Gruppen (S 8 und © 8 + 9 obne Weiteres mit den Sym- 
bolen fur dieselben Transformationen identificiren zu lconnen, welcbe 
nacb den Principien der Theorie der Transformationsgruppen anzu- 
wenden sind; abgeseben natiirlich von der das Wesen der Sache niebt 
treffenden Abweichung in der Scbreibart. Wenn wir nun durch diese 
Darstellung, welcbe auf der Theorie der von uns mit 3Jt und 5ft bezeich- 
neten Formen berubt, zur Einsicbt an sich beachtenswerther Zusammen- 
hange der Theorie der ternaren Formen mit anderen, verwandten Wissens- 
gebieten und zum analytischen Ausdruck derselben gelangten, so ist es 
andererseits docb auch eine berechtigte Forderung, Erkenntnisse aus einem 
wohlumschriebenen Wissensgebiete moglichst durcb die diesem Gebiete 
eigenthiimlichen Forschungsmittel zu erlangen. Nun sind die Tbeoreme 
III und IV des § 16 fur die Theorie der rein ternaren Formen insofern 
von Bedeutung, als sie (wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden) 
bereits implicite die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ent- 
balten, welch en die Invarianten algebraischer Formen geniigen; wir 
werden daher die Betrachtungen, welcbe zu jenen Satzen fuhrten, und 
die Satze selbst in anderer Form bier nocb einmal wiedergeben, jetzt 


*) Allerdiugs mit einer gewissen Abweichung hinsichtlich der infinitesimalen 
Transformationen. S. die Anmerkung 30. 
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ohne den Anschluss an die Invariantentheorie des Raumes 5ft' und 
unabhangig von der Theorie der Formen 3Ji und -Jt 

Yerzichten wir darauf, die linearen Transformationen des Raumes 
5ft' durch bilineare Pormen darzustellen, so konnen wir die Transfor- 
mationen der Gruppe @ 8 viel einfacher ausdriicken durch die Gleichung 

( 1 ) 0 / = [{JDQ)(VJ)r [(AS) (HX)Y, 

worin man die Coefficienten der Formen <X>' mit denen der Formen 
— (UQi) m (A,X) n zu vergleichen hat, um den Ausdruck der Coor- 
dinaten des transformirten Punktes von 5ft' durch die Coordinaten des 
ursprunglichen Punktes zu erhalten. Hinsichtlich der bilinearen Form 
T = (DX)(UA) miissen wir hier naturlich die Voraussetzung machen, 
dass sie die Determinante Eins hat, da wir sonst in 5ft' die Transforma- 
tionen einer neungliedrigen Gruppe erhalten wiirden. Die Transforma- 
tionen der Gruppe @ 8 + $ entstehen, wenn wir zu den Transformationen 

(1) die folgenden fugen: 

(2) = n 

die ersichtlich sowohl unter einander als auch mit den Transformationen 
(1) vertauschbar sind. 

Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ® 8 erhalten wir, 
wenn wir fiir (DX) (UA) schreiben S° + dtS , wo S — (DX)(D A) 
eine Normalform ist, und die infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe ® 8+ <, wenn wir in (2) n — 1 + S fa setzen. Die infini- 
tesimalen Transformationen von ® 8 werden mithin dargestellt durch 
die Gleichung 

(3) <&/ = — 

wobei 

S ^ — - m ( UQ y*- 1 (D Q) (CJA). (AX)* 

+ n(AXy- 1 (AA) (DX). (UQ)». 

Hinsichtlich des Ausdruckes 8 0dt ? der den Zuwachs der Function 
<D = (AX) n (UQ)" 1 von X und U bei der infinitesimalen Transforma- 
tion 8 bedeutet (S. 135), beweisen wir den nachstehenden Satz, den wir 
gleich etwas allgem einer aussprechen wollen, als wir ihn im Augen- 
blicke brauchen: 

I. Sei 0 irgend eine terndre Form , = ( JJ X Q 1 ) M * . . . ( U r Q r ) mr * 
(A t X t ) n ^ . . . (AqXqYq, fernerT= (DX) (XI A) eine ( allgemeine ) bilineare 
Form . Fefmiren ivir dann das Operationsmchen S durch die Gleichung 
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s+p‘ 


s® 


(A QlA -(U r QrYr (A, . . . (A, . 


( 5 ) 




nil 


(VQi) c°i0 
(W) 


2 


(A A) f_ 


und hilden die Operationen S 1} S 2 , S 12 , indent wir in (5) fur T der 
Beihe nach T 1} T 2 , und (T x If) setsen, so lesteht die Identitat 


( 6 ) 


Es wird geniigen, den Beweis fur den Fall zu fiihren, wo r = 1, 
p = 1, da der Beweis des allgemeinen Satzes sieli dann durch eine 
leichte Verallgemeinerung ergibt. Ftir r = l.p = 1 hat man 

S 2 ® = — m ( UQ r~' (TJ 2 Q) (UAf. (AX)« 

+ n(AXy-'(AA 2 )(D 2 X).(UQr, 

also S l (, S , ®) = m. m - 1. ( UQ) m ~ 2 (D, Q) ( UAf) (Z> 2 Q) ( UAf (AX)”- 
+ ». » - 1. (AXy~\AA 1 )(D 1 X)(AAf(D 2 X)(UQ) m 
+ m. ( UQy«-Km) (A A) ( UAf) (AX)” 

+ «.(il)»-KM)(M)(A^)(Pr 

-«.( UQ) m ~ 1 (D i Q) ( UAf(AAf) (DfX) (AXy-1 
-mn. (AXy~'(AAf)(R 2 X)(B L Q) (UAf) , 

mithin 

S 1 (S 2 ®) - & ($ ®) 

= - » mr- 1 KAQ) (AA) ( ua 2 ) - (DMAAXUA,)]. (Axy 

+ n (AX)”^[(AA 2 )(B 2 Af)(B 1 X) - (AAf^Af^X)]. (UQ)" 1 , 

eine Formel, die gerade die Beliauptung darstellt. 

Es liegt nahe auch fur die in der Form (3) geschriebenen infini- 
tesimalen Transformationen Symbole einzufiihren. Wir werden als 
solches Symbol nacb den allgemeinen Principien der Theorie der 
Transformationsgruppen den Zuwachs nebruen, welcben eine unbe- 
stimmte Function $ ^er Coefficienten der Formen 3>, bei Ausfiihrung 
der Transformationen (3) erfabrt, getheilt durch 8 t Diesen Zuwachs 
konnen wir sogleich berechnen. 

Um ihn einfach bescbreiben zu konnen, erweitern wir den Begriff 
der Eyectante, die bisher nur ftir bomogene Functionen der Coeffi- 
cienten unbescbrankt veranderlicher Formen definirt ist (S. 41), in 
folgender Weise: 

Unter der (ersten) Evedante = (A'X) m (UQ') n einer Jiomogenen 
analytischen Function % der Coefficienten einer Normal form 3>=(f7 Q) m (AX) n 
verstehen wir eine Form , welche aus $ durch folgenden Process entsteht: 
»Man ersetze <& durch + l ® l7 wo (P* das erste Entwickelungsglied 
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einer Form O' (n 9 m) mit nnbeschrankt verdnderlichen Coefficienten vor- 
stellt } nehme dmn in der Entwickelung von % nach Fotenmi von X den 
Coefficienten von X 1 , und ersei&e endlich die Sy whole von O' durch Ver- 
anderliche X und U. u 

Bei einer Function der Coefficienten mehrerer Grundformen 
O lf 0 2} ... gibt es soviele Evectanten, als Formen, von welclien sie 
abhangt. Diese Evectanten %f 7 %f 7 . . . mfissen wir in nnserem Falle 
alle bilden, und erhalten dann, aufiGrund der Formel (3), fiir den 
Zmvachs der Function % den folgenden Ausdruck: 

= [%;, - sod st = [8 %;, ® ; ] 8 t 

i i 

( 7 ) -t. , 

= 2} l m WQiy*- 1 (PQd (A' 4) (AQ/p 
1 

- n (AQiJi-'iAtJ) (DQ-)(A i 'Q i ) m i ) 8 1. 

Wir mogen fibrigens bemerken, dass die Form 8 &i natfirlich 
zugleich mit selbst eine Normalform ist. Der Ausdruck [§/, — SO J 
andert sick also nicht, wenn man an Stelle von eine allgemeine 
Form setzt, die nur in dem ersten Gliede ibrer Reihenentwickelung 
mit der Normalform fibereinstimmt (§ 3, Satz 7, S. 59). Man kann 
daher, statt die Evectanten §/ wirklicb zu bilden ; aucb einfacher so 
verfabren: Man ersetze in dem ersten Entwickelungscoefficienten von 
§ (<E> + A Of) sogleicb die Symbole der Normalform Oi durch Veran- 
derlicbe U und X 7 und ffihre die so entstandenen Formen an Stelle 
der Evectanten in die Formel (7) ein. 

Der gefundene Ausdruck 2$ beziebt sicb auf analytische Func- 
tionen jeder Art ; wiewohl wir ihn nur fiir homogene Functionen 
brauchen. Wir Iwnnen ihn ddher nnmittelbar mit dem Lie’schen Symbol 
fur die infinitesimale Transformation (3) identificiren . Nehmen wir 
= O i7 und betrachten U und X als constante Grossen, so geht 2$ 
wieder in — S O l fiber. 

Sollen nun die infinitesimalen Transformationen 2% eine Gruppe 
(namlich die Gruppe ($ 8 , aus welcber wir sie hergeleitet haben) 
erzeugen, so muss die Anwendung je zweier auf einander in dieser 
Weise: 2 X (2 2 $) — 2 2 (2 X §) wieder ein en Ausdruck der namlichen 
Form darstellen. Wir zeigen aber noch mehr, namlich zugleich auch, 
dass die erzeugte Gruppe mit der Gruppe der Ebene gleichzusammen- 
gesetzt ist, indem wir das folgende Theorem beweisen: 

II. Hat man das OperationsmcKen 2 defmirt durch die Gleichung 
(7), in welcher die Formen (Af X) m t ( U Ql) n t die q Evectanten der 
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Function % bedmten,und bildet man dann die Operationen U t , 2gmd S 12} 
indem man in der Formel (7) die bilineare Form T=(DX)(UA) 
bemglich durch T x , T 2 und (T x T 2 ) erseUt , so besteht die Identitdt: 

(8) z x (2 2 %)-z 2 (z x %)=~2 x2 %. 

Es wird geniigen, auch diesen Satz nur fiir einen einfachen Fall, 
den Fall q — 1, herzuleiten. Wir haben dann 

Um nun 27 x (ZJ 2 %) zu bilden, miissen wir zunachst die Evectante von 
U 2 $ herstellen, oder docb eine Form (m, n), welcbe im ersten Gliede 
ihrer Entwiekelung naeh Normalformen mit dieser Evectante uberein- 
stimmt. Dabei konnen wir aber sogleich denjenigen Theil weglassen, 
welcher meite Differential quotienten der Function % entkalt, da sick 
die von ibm herriihrenden Glieder in dem Ausdruck 2J X (E 2 %) — 2 2 (A3D 
augenscbeinlicb zerstoren. Wir diirfen also statt der Evectante von 
X 2 $ die folgende Form nehmen: 

(Bx) m (upy = m (a'j 2 ). ( uQ'r 

- n (UQf)*- 1 (U4 % ) (A Qf)[ (AX)™, 

welcbe aus X 2 § dadurch entsteht, dass man ltir A und Q einfach XI 
und X scbreibt. Nunmebr bat man, um E X E 2 % — E 2 E x § zu erhalten, 
die simultane Invariante 

m (. BQ J— 1 (D x Q) (BA X ) (. A P) n 
— n (. AP) n - 1 (AA X ) (. D X P ) (BQ)™ 

zu bilden, dann die Indices 1 und 2 zu vertauscken, endlicb die Dif- 
fer enz zu nehmen. 

Nun entsteht aber der vorstehende Ausdruck aus 

m (BX)— 1 (B T) (UP)* - n (UP)— 1 (VP) (BX)™ 

= m. m — 1. (AX)™~ 2 (AY) (R 2 X) (A r A 2 )(UQ') n 
+ n. n - 1. (UQ')-*(VQ') (17 A) (A Q') (AX)™ 

+ m (Axy - 1 (b 2 y) (aj 2 ) (nqy 

+ n (UQ')- 1 (VA 2 ) (R//) (AX)™ 

- mn (UQ'Y-^UA 2 ) (D 2 Q') (AX)— 1 (AY) 

— mn (AX)— 1 (AX) U'A) ( W" 1 (V Q') 
durch die Substitutionen 

X=Q Y — (A Q) A x 
U= A V=(AA X )R X . 

Setzt man diese Wertbe ein, vertauscht dann die Indices 1 und 2 
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unci bildet die Differenz ; so findet sicli 

21 (A© -A (AS) 

= m. (A'Qr-1 [(AG) (A A) X'A) - (AG) (A A) XA)] (4§0 M 
-»(i GO”- 1 tt^4) (A A) (AGO - (4 A) (A A) (AGO] XG)A 

was bewiesen werden sollte. 

Man kann das Theorem II auch auf das Theorem I zuruckfiihren, 
nnd es ist von principiellem Interesse, diesen Zusammenhang wirklich 
einzusehen, wiewohl an Reehnung dadurch niclit viel gespart wird. 

Wir konnen nach einer oben gemachten Bemerkung den Ausdruck 
fur auch so schreiben: 

2 * 

sofern man namlich bei Bildung des Ausdrucks Z % 0 die Verander- 
lichen TJ und X als in Bezug auf die linearen Transformationen con- 
stante Grossen behandelt. Es folgt dann weiter 

A (A g) = [tgO A ®30 A ®] 

= [r, a ® i a ®] + [g; KA ®y, a ®i], 

wo der erste Term den in Bezug auf die Indices 1 und 2 symmetrischen 
Inbegriff aller Glieder bedeuten mag ; welche zweite Differentialquo- 
tienten der Function % enthalten. Der zweite Term aber kann offenbar 
auch so geschrieben werden: 

[gOA (A®)]- 

Die zu beweisende Gleichung reducirt sich also auf die folgende: 

[gO A (A ®)] - [50 A (A ®)] = [50 As ®]- 

Hierfiir diirfen wir kiirzer schreiben: 

A (A ®) - A (A ®) = As ®, 

wo jetzt an Stelle der beliebigen Function § die bestimmte Function 
0 getreten ist. Nun zeigt die Reehnung, dass 

A (A ®) = A (A ®), A (A ®) = A (A ®); 

hieraus aber ? in Verbindung mit der Formel (6) und der Relation 
27 12 = — S x 2 folgt auf s Neue die Gleichung (8). — 

Aelmlich, wie die infinitesimalen Transformationen (3), konnen 
wir auch die neu hinzutretenden infinitesimalen Transformationen 

(9) Vi'^Qi + dttQi 

der Gruppe © 8 + ? symbolisch darstellen durch den Zuwachs, welchen 
die Function % bei ihrer Ausfilhrung erhalt. Symbol der infinitesimalen 
Transformation (9) wird mithin der Ausdruck 
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(10) [g/, = (A/Q;)™ (A,®/)*. 

Derselbe hat nach dem Euler’schen Theorem den Werth gi 
wenn gi den Grad der homogenen Function § in den Coefficienten 
von (fri bedeutet. Man verificirt durch eine leichte Rechnung auch 
bei Gebrauch dieser Symbole, dass die Transformationen (10) unter 
einander ; und mit den Transformationen 2$ vertauschbar sind, und 
also mit jenen eine Gruppe erzeugen, in welcher die von den 

Transformationen 2$ allein erzeugte Gruppe @ 8 invariant, die von 
den Transformationen (10) erzeugte Gruppe aber ausgezeich.net ist. 

Das Symbol 1- des § 16 und das nunmehr 

eingefiihrte Symbol 2 $ derselben infinitesimalen Transformation sind 
nur in der Form verschieden. Der genaue Zusammenhang zwischen 
beiden wird angegeben durch das folgende Theorem: 

III. Sei gf (3£ (1) . . . XW) eine Function der Verdnderlichen 
3£ (,) {Xf j) . . . i = 1, 2, • • • q) und g (<P X . . . ® Q ) eine Function der 
Coefficienten der ternaren Normalformen .. . ® (J , und mogen beide 
Functionen durch die einander entgegengesetzten Substitutionen 

{ »(o jw } = { aw an® } (bw Q t )*i (. Ai 
( = ( uQi) m i (Aixyi = { m 3E® } ( unvy't (b 

in einander ubergehen , so gehen durch dieselben Substitutionen auch die 
Ausdriicke @ $ un & in einander iiber, ebenso ferner die Ausdriicke 

{U®a und [&',«<]. 

Wir werden auch diesen Satz nur fiir den Fall q — 1 beweisen. 
Wir bedienen uns dabei einer abkiirzenden Bezeichnung, indem wir 
einerseits fiir die Evectante der Function g schreiben = (A'X) m (UQf) n } 

N — — 

wie in § 16, andererseits fiir ^ -^Jr 9)* setzen {-|jS)}* 

Hangen .nun die V eranderliche X und die Form durch die 
Substitutionen (11) zusammen, in welchen wir uns die Indices fort- 
gelassen denken, so haben wir 

g (3) - g (mcBQycApy) = g (®) - g ({Sftae} (uny (BX)j_ 

Die Richtigkeit dieser Gleichung wird dadurch nicht gestort, dass 
wir fur X schreiben X + 12) und fur <&: ® + X W, sofern §E) und W 
— (UQ) m {AX) n ebenfalls durch die Substitutionen (11) verkniipft sind. 
Vergleichen wir in den Entwickelungen beiderseits die Coefficienten 
von A 1 , so finden wir 

Study, Ternftre Formen. 
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{§ m = [&, v] = (A'QniQy. 

Setzen wir hier zunachst §) = 9E, und ?P* = so erhalten wir 
den letzten Theil des Theorems. Wir konnen .aber die vorstehende 
Formel auf Grund der Gleichungen (11) auck durch eine identische 
Gleiehung ersetzen, und zwar noch auf zwei verschiedene Arten; wir 
erhalten so die Gleichungen 

{§^}^(A'nr(BQy{m, 

( 12 ) 

W = (A'X'p(UQj‘ = {|| (Bxypupy, 


die mithin eine Folge von (11) sind. Nun findet sich ohne Weiteres 

@5-(M}(ff »!)• 

1 (2>JI).(BJP)» — »(BP)*- 1 (B^)(JDP).(JBiI)“] 

= { SIS } • [m {A!ny-\A!4) (Dll). (B$') w - n (BQy~\B A) (DQ f ). (£ny\ 
und also vermoge (11) 

- m(A' QY-\AlA){DQ\{AQy - n (AQy~\AA) (DQ f ). (A'Qy=Z%. 

Hiermit haben wir zugleieh die vollkommene Identitat des 
Theorems III § 16 mit dem Theorem II des gegenwartigen Para- 
graphen nachgewiesen; wir konnen nun sofort ein jedes aus dem an- 
deren herleiten. Wir wollen auch das Theorem IV des § 16, das durch 
die yorstehenden Entwickel ungen auf’s Neue, und zwar unabhangig 
yon den Beirachtungen des § 16 bewiesen ist, in der Form, die es 
nunmehr annimmt, und in erweiterter Fassung noch einmal hersetzen: 

IV. Der Ausdruclc 2$, gebildet fur eine Normalform S — (DX) ( UA) 
ist das Symbol der allgemeinen infinitesimalen Transformation einer 
achtgliedrigen , mit der allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene gleich- 
msammengeseUten Gruppe @ 8 , deren homogene Invarianten die analy- 
tischen Invarianten der Formen G> sind. Fugt man die weiteren 
infinitesimalen Transformationen [§/, <D { ] hinm, so erhdlt man alle 
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe deren Invarianten 

die absoluten Invarianten der Formen & sind. 

Die in dem Satze III angewendete Uebertragungsmethode, und ver- 
schiedene andere bereits aufgestellte oder noch aufzustellende Satze 
(der §§ 9, 12, 13, 16, 19, 20) sind Ausfliisse eines viel allgemeineren 
Princips. 

Indessen tritt die allgemeine Theorie dieser Uebertragungsmethode 
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(soweit uberhaupt eine solcke entwickelt werden kann) wold schon zu 
sehr aus dem Rahmen der eigentlieken Theorie der ternaren Formen 
keraus, so dass wir uns eine Darlegung derselben hier versagen 
miissen. 


§ 18. 

Partielle Differentialgleichungen fur Invarianten. 

Um zu wissen, ob eine Function eine Invariants einer continuir- 
liclien Transformationsgruppe ist ? gentigt es zu wissen, ob sie die 
infinitesimalen Transformationen derselben gestattet, oder nieht. Mit- 
liin ergibt sich aus den Satzen des § 16 das Theorem: 

la). Eine analytische allseitig homogene Function $ der Goeffi - 
cienten der q ternaren Normalformen 

= ( UQ t )* (i = 1, 2, • • • q) 

ist immer dann eine analytische Invariante , wenn sie gebildet fur die 
Coefficienten der q Formen 

{mw>} (B^xyi 

als Function § der Parameter 3^^ . . . %n} 1 \ * . . . . . 3 t N (0 den 

partiellen Differentialgleichungen genugt 

(1) H h = 0; 


sie ist eine absolute Invariante , wenn sie ausserdem die q partiellen 
Differentialgleichungen 


(2) {lM')}g = 0 (i- 1,2, -f) 


befriedigt 

Wir erinnern daran, dass 


Ni 


{uw3e«}S = {“|^} = 2 


SS XHU _ V 

aae® 




und dass 


@(*>g= {91W3£W} {iiL gp>} (J3 &)ji(0)»j-i(b ( opw)«i-i 
8 2£ ' 

• [m (B «PW) (DJI®) — » (B®22®)(B®^) (DP®)], 


wo die Symbole 932, 91 u. s. w. die in § 11 S. 110, 111 entwickelte 
Bedeutung liaben. 

Dasselbe Theorem konnen wir nun nack den Darlegungen des 
§ 17 noch in der zweiten Form aussprechen: 


11 * 
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Ib). Eine analytische , allseitig Jiomogene Function % der Coeffi- 
cimten der q ternaren Normalformen 

0, - (UQi) m i(AiXyi 

ist unter der Bedingung eine analytische Invariants , dass der Ausdruch 


^8 = [8/, -so j = ^ [58/, 


( 3 ) 






(a.jxdq;) 

m:) 


worm die Formen (A[X) m i (UQl) n i — die q Evedanten der Function 
% bedeuten , den Werth Null hat , unabhangig von der Wahl der Nor- 
malform (DX) {U A); sie ist eine absolute Invariants 7 wenn ausserdem 
die Relationen bestehen 


(4) [&', flj - (At'Qip (A, Qtjn - 0. 

Die Gleichungen = 0 und [$/, = 0 liaben nicht unmit- 

telbar die Form, in welcher partielle Differentialgleicliungen gewohnlich 
auftreten, insofern namlich die Argumente der Function die Coeffi- 
cienten der Normalformen 3>, nicht unabhangig von einander sind. 
Dm die Gleichungen (3) und (4) auf die gewohnliche Form zu bringen, 
mfissen wir die Coefficienten der Normalformen durch eine geeignete 
Anzahl von unabhangigen unter ihnen ausdriicken; dann konnen wir 
die Evectante der Function % durch gewohnliche partielle Differentiation 
erhalten. Dann aber geht der Satz Ib) wieder in den Satz la) fiber, 
der indessen insofern etwas allgemeiner formulirt ist, als wir die 
Coefficienten der Normalformen nicht gerade durch gewisse unab- 
hangige unter ihnen ausgedriickt haben, sondern dieselben in allgemeinster 
Weise durch unabhangige Parameter dc^K . . darstellen, und in 
invarianter Form, also ohne besondere, immer mehr oder weniger will- 
kiirliche Voraussetzungen fiber die Beziehungen dieser Parameter zu 
bestimmten Coefficienten. 

Die Satze la) und Ib) beziehen sich zunachst auf Normalformen; 
sie konnen indessen ohne Weiteres auf beliebige Formen ausgedehnt 
werden. Wir wollen wenigstens eine solche Verallgemeinerung des 
Satzes Ib) hier anfiihren, indem wir an Stelle der q Normalformen 
eine einzige Grundform mit unabhangigen Coefficienten, und beliebig 
vielen Yeranderlichen setzen. Lassen wir dann gleichzeitig an Stelle 
der Coefficienten der Normalform {DX)(TJ A) Veranderliche U und X 
treten, so erhalten wir den folgenden Satz: 
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II. Set g irgend eine analytiscJie Invariante der ternaren Form 

® = (EW*- (U r Qr)”‘r (A, ■ - - ( A.X^, 

sei ferner 

W = (■», • • • (J?rF r )“r (Fj . . . ( V q F^) n Q 

die Evectante der Invariante Dann hat die simultane Covariante 
von and 0: 


(B&y* . . . (B r Q r y»r (a, . . . (A () r^, 


(B t X)(UQ,) 


(A t X)(UP t ) 


den Werth 


t {2 

ivobei g den Grad der Invariante $ bedeutet ; umgekehrt ist das Be - 
stehen dieser Relation auch eine hinreichende Bedingung dafiir } dass eine 
vorgelegte homogene analytische Function § der Coefficienten von 0 die 
Invarianteneigenschaft hat. 

Kebren wir jetzt zu den Formulirungen la) und lb) zuriick, 
setzen an Stelle von q die Zahl q + 2, und fiibren die besondere 
Yoraussetzung ein, dass die neu binzugefligten beiden Formen lineare 
Formen seien ; welcbe beziebungsweise eine Linie und einen Punkt 
vorstellen, Dann konnen wir in den Summen ©$ und die Glieder 
abscbeiden, welcbe Differentialquotienten nacb den Coefficienten dieser 
linearen Formen entbalten, und haben dann das Theorem 

III. TJm aus den JDifferentialgleichmgen = 0 oder 2$ = 0 
der Invarianten die Differentialgleichungen der Covarianten der ndm- 
lichen Formen m erhalten, haben wir mir ihren linken Seiten das Glied 


(DX)(gz()-(cr/()(B||) 

2 ‘ 


hinmmfiigm. 

Dass die infmitesimalen Transformationen, deren Symbole die 

Ausdriicke ©$ oder 2% sind, eine Gruppe erzeugen, und dass das- 



selbe aucb fur die infinitesimalen Transformationen @§ ; 3£ (l) } 

oder 2 [g/, 0{\ gilt, baben wir in § 16 und § 17 ausfiihrlich be- 

sprochen. Darin liegt bereits, dass die unabbangigen unter den 
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Gleicbungen @5 = 0 oder 2% = 0, und ebenso die unabhangigen 

unter den Gleicbungen ©5 = 0, 36 (<) } = 0 oder 2$ = 0, [5/, = 0 

je ein vollstandiges System bilden. Es fragt sicb nur, wie viele unter 
diesen Gleicbungen eine Folge der ubrigen sind. Die Frage, wie viele 
unabhangige unter obigen Gleicbungen iibrig bleiben, ist aber dieselbe, 
wie die: „Nach wie vielen unabhangigen Fortschreitungsrichtungen ein 
Punkt 3c x (1) . . . allgemeiner Lage des Raumes A ter Dimension, 
als dessen Coordinaten wir die Parameter der p gegebenen Normal- 
formen deuteten, durch die Transformationen der Gruppe © s einerseits 
und die der Gruppe © 8 -f-£ andererseits fortgefuhrt wird“ oder „welches 
die Dimension der grossten Korper oder der transitiv transformirten 
Punktmannigfaltigkeiten (S. 105) ist, in welcbe der genannte Raum 
erstens durch die Transformationen der Gruppe © 8 , zweitens durch 
die Transformationen der Gruppe ($ 8 4 .^ zerlegt wird“. [ Lie S. 216 
obem] Die Antwort bierauf aber haben wir bereits in § 10 gegeben; 
denn obwohl wir dort zunachst festsetzten, dass die Coefficienten der 
betrachteten Formen F x ... F$ von einander unabhangig sein sollen, 
so haben wir docb auch hervorgehoben, dass die Entwickelungen jenes 
Paragraphen noch auf Formen ausgedehnt werden konnen, deren Coef- 
ficienten durch das Yerschwinden linearer Covarianten an einander 
gebunden sind. (S. 109.) Mithin ergibt sich das Theorem 

IV. Ist das System der vorgelegten Normalformen Jceines der in 
der Tafel § 10 S. 108 aufgezahlten Systeme 1 ) . . . 8 ), so bilden die 
Gleicbungen @5 = 0 oder 2$ = 0 ein achtgliedriges , im anderen 
Fade aber ein (8 — t) - gliedriges vollstandiges System . Die N — 8 , 
beziehungsweise A" — 8 + ^ unabhangigen Invarianten bilden das voile 
System der gemeinsamen unabhangigen Losungen dieser Gleicbungen . 

Im ersten Fade bilden ferner die Gleicbungen © 5 = 0 und 
{U (t ')3£ w } 5 = 0 (i = 1 , 2 , * • * p) oder die entsprechenden Gleichungm 
2% = 0 , [ 5 / ; — 0 zusammen ein (8 + p) -gliedriges, im zweiten 

ein (8 + p — s) - gliedriges vollstandiges System , dessen unabhangige 
Losungen die N — 8 — p, bemglicb N — 8 — p -f~ s unabhangigen 
absoluten Invarianten darstellen. 

Hier ist N — A (1) + * * * + A^O die Gesammtmbl der unabhangigen 
Gonstanten der gegebenen Normalformen; Bedeutung und Werth der 
Zahlen t und s sind dieselben , wie in §10 (S. 107 , 108). 

Das vollstandige System ©5 = 0 oder 2Q — 0 gestattet samint- 

liche infinitesimale Transformationen beziiglich [gY, <&,], 
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[Lie Cap. 8.] Dem entspricht der Umstand, dass sich alle nicht-homo- 
genen Functionen mit Invarianteneigensckaft durch komogene Func- 
tionen derselben Art, die Invarianten, ausdrucken lassen. Diese 
letzteren sind die einzigen Losungen der Gleickungen $ == 0, 
aus welchen sick durek die Transformationen [$/, keine neuen 
Losungen kerleiten lassen. 

Dass die Gleickungen = 0 oder die Gleickungen = 0 
hochstens ackt unabkangige Gleickungen vertreten konnen, bestatigt 
man sogleick durck die Bemerkung, dass die Ausdrucke ©g und 
nur von ackt komogen auftretenden willkurlicken Parametern abhangen, 
namlick den Coefficienten der Normalform (DI) welcke zu- 

sammen ackt linear unabkangige Grossen vertreten. — 


Will man die Differentialgleickun gen der Invarianten praktisck 
zur Berecknung von Invarianten verwerthen, so ist es nickt zweck- 
massig, sammtlicke ackt unabkangige Gleickungen neben einander zu 
gebraucken. Eine Function, welcke zwei dieser Differentialgleickungen 
geniigt, geniigt ja von selbst der Differentialgleichung, welcke man 
durck Combination aus den linken Seiten jener ableiten kann. Man 
wird also nur so viele Differentialgleichungen zu berucksichtigen 
haben, als erforderlich sind, um aus iknen durck fortgesetzte Com- 
bination das ganze vollstandige System zu gewinnen. Man kann 
aber bereits durck $wei geeignet gewahlte infinitesimale Transforma- 
tionen der allgemeinen projectiven Gruppe und die aus iknen durch 
Combination hervorgehenden Transformationen die ganze Gruppe er- 
zeugen, und also auch durck fortgesetzte Combination der linken Seiten 
der entsprechenden Differentialgleickungen das ganze vollstandige System 
kerstellen. Ein moglichst einfackes Beispiel zweier Transformationen 
der genannten Art ist das folgende: 

x,u 2 - x,u„ 

(6) (X 1 + X 2 + X 3 )(U 2 +U 3 -2U 1 ) ] 

man iiberzeugt sich durch wirkliche Ausrechnung, dass man durch 
fortgesetzte Combination aus diesen bilinearen Normalformen die ganze 
Mannigfaltigkeit aller bilinearen Normalformen ableiten kann. 33 ) Fiir 
die Anwendung bequemer als der Gebrauch der Transformationen (6) 
diirfte die Yerwendung der folgenden infinitesimalen Transformationen 
sein, welehe ebenfalls die ganze Gruppe erzeugen: 

(7) X 2 U„ X,l\, X.U,. 
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Sie siud zwar clrei an Zahl, man hat aber dafiir weniger Glieder 
zu bilden, als im yorhergehenden Falle. — 

Kennt man ein System von Pormen , welche den 

Gleiehnngen (3) oder den Gleichungen (3) und (4) zusammen ge- 
niigen, und haben diese Pormen ausserdem die erforderlichen Grad- 
zahlen in den Coefficienten von 3\... &q 9 so bann man fragen, unter 
welcher Bedingung die Pormen Evectanten einer und der- 

selben Function also Evectanten einer Invariante oder absoluten 
Invariante sind. Die Bedingungsgleichungen hierfiir, welche sich aus 
den elementaren Principien der Differentialrechnung ergeben, lassen 
sich in einer ubersichtlichen Weise zusammenfassen. 

Man schreibe in Yeranderlichen X und £7, in Verander- 
lichen Y und F. Dann bilde man die Evectante §*'(*) von in Bezug 
auf ®x 7 geschrieben in Y und F, ferner die Evectante von in 
Bezug auf geschrieben in X und U. Dann ist das Bestehen der 
sammtlichen Relationen 

$i(x) = 

einschliesslich derjenigen, welche sich ergeben, wenn man % = i setzt: 
die gesuchte Bedingung. — 

In dem Falle q = 1 haben die Gleichungssysteme (3) und (3), (4) 
auch dann noch einen einfachen Sinn, wenn man auf die Forderung 
verzichtet ; dass die in ihnen auftretende Form g' eine Evectante 
sein soli. Beschranken wir uns auf das erstere Gleichungssystem, 
verlangen also, dass die Gleichung 

[8 = 0 

fur eine Form F der zu & dualistischen Classe bestehen soli unab- 
hangig von der Wahl der Normalform S. 

Dann dehnirt diese Gleichung eine der Form $ zugehorige co- 
variante Schaar von Pormen F ; und zwar ist dies gerade die lineare 
Schaar, welche durch die Evectanten der unabhangigen Invarianten 
der Form $ bestimmt wird (S. 50, 103). Der Satz, dass den Gleichungen 
[S F] = 0 gerade soviele unabhangige Formen F geniigen, als 
unabhangige Invarianten im System der Form vorhanden sind 
(namlich N — 8 -f“ 0; 8^ indessen fur specialisirte Pormen 3> nur 
so lange, als die Parameterzahl % der Gruppe von linearen Trans- 
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formationen, welche die Form © gesfcattet ; ihren kleinst-moglichen 
Betrag t beibehalt (S. 107); in jedem anderen Falle erhalt man eine 
ausgedebntere Scbaar mit N — 8 + % unabhangigen Formen F . Nebmen 
wir namlich an, dass obigem Gleichungssystem N — 8 + x unab- 
h&ngige Formen F geniigen, so folgt, dass das System der Formen 
80 nur 8 — t linear unabhangige Formen enthalt. Dann miissen 
sicb aber r linear unabhangige Formen S x . . . S t angeben lassen, 
welche den Ausdruck zu Null maehen; das lieisst die Form. 0 
gestattet x unabhangige infinitesimale Transformationen. Ebenso folgt 
das Umgekehrte, dass eine Erhohung der Parameterzahl % eine ent- 
sprechende Erhohung der Zakl der linear unabhangigen Formen F nach 
sich zieht. 

Es ist beachtenswerth, dass zwischen den Formen F, 0, welche 
obigem Gleichungssystem geniigen, ein gewisses Reciprocitatsyerhaltniss 
besteht. Es ist namlich 

[S0, F] + [SF, ©] = 0; 

gehort also die Ftirm F zu der durch 0 bestimmten Formenschaar, 
so gehort auch 0 der Formenschaar an, welche durch F definirt ist. 

Aehnlickes gilt von dem erweiterten Gleichungssystem 

[S&,F] = 0, [0, F] = 0F d ) 


Alles bis hierher Vorgetragene bezieht sich nicht nur auf ganze 
Functionen, sondern auf analytische Functionen iiberhaupt; ganze 
Functionen haben in dieser Theorie nichts Ausgezeichnetes. 

Die ganzen homogenen Functionen der Coefficienten einer oder 
mehrerer Grundformen © nehmen aber in anderer Hinsicht eine be- 
sondere Stellung ein; insofern namlich auf sie die symbolische Dar- 
stellung anwendbar ist. (§ 2.) Welches ist nun der Zusammenhang 
der symbolischen Schreibart der Invarianten mit den Differentialgleich- 
ungen, welchen diese Functionen gmiigen? 

Achten wir auf die begriffliche Bedeutung der von uns mit 2? 
bezeichneten Operation, so leuchtet ohne Weiteres ein, dass jede 
ganze Function $ von symbolischen Factoren der drei Typen 
(ABC), ( AP ), (. PQB ) die Differentialgleichungen der Invarianten 
identisch befriedigt. H$.dt ist ja der Zuwachs der Function $ bei 
der infinitesimalen Transformation der Ausdruck 2^ hat 
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daher fur eine Function § mehrerer anderer Function en . . . 

nach den allgemeinen Regeln der Differentialrechnung den Wertli 

Die Functionen Qr 1; ^ 2; ... konnen hier auch nur symbolische 
Grossen sein, da wir nach Satz III § 1 eine lineare Transformation 
immer in der Weise ausfuhren konnen, dass wir die symbolisehen 
Factoren aller in Betracht kommenden Grundformen 0 einzeln trans- 
formiren. Identificiren wir nun die Functionen Si? Sa? • • • Factoren 
der Typen (ABC), (AP), (PQR), so folgt ohne Weiteres, dass die 
Operation £ angewendet auf irgend eine Sutnrne yon Producten dieser 
Factoren Null liefert; in der That hat man zufolge der auf Seite 75 
angegebenen Identitaten: 

£ (ABC) = - (A A) (DBC) - (BA) (ABC) - (CA) (ABB) 

= — (BA ) . (AB C) — 0 
£ (AP) — (BP) (A A) - (AA) (BP) = 0 
£ (PQR) = (BP) (AQR) + (BQ) (PAR) + (BR) (PQA) 

= (BA) . (PQR) = 0, 

da wir S — (BX) (UA) bier uberall als eine Normalform voraus- 
setzen. 

Folgt hiernach aus der Bedeutung der Operation £ unmittelbar, 
dass jeder symbolische Ausdruck mit Gliedern (ABC), (AP), (PQR) 
die Differentialgleichungen der Inyarianten identisch befriedigt, so ist 
dies doch an der endgiltigen Form, welche wir diesen Differential- 
gleichungen gegeben haben, namlich 

( 8 ) jH&t'-SW- 0 

X 

nicht ohne Weiteres zu sehen; denn diese Differentialgleichungen ent- 
halten partielle Differentialquotienten nach den Coefficienten der Grund- 
formen 0, und nicht nach deren Symbolen. Batten wir nach den 
Symbolen differentiirt, also an Stelle der Formen 0i deren symbolische 
Factoren gesetzt, so wiirden wir ein ganz anderes System von Dif- 
ferentialgleichungen erhalten haben, namlich ein System von Differen- 
tialgleichungen fur die Inyarianten gewisser linearer Formen. Sei 
vorgelegt ein System von linearen Formen 3^ . . . W r 

(VQ x )...(UQi), 

seien ferner 

(B 1 X)..,(B i X), (J7P,+i)...(J7P r ) 
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die Evectanten einer Function $ der Coefficienten von W x . . . W r , so 
lauten die Differentialgleichungen der Invarianten dieser Formen nach 
unseren allgemeinen Regeln: 

(DQ l )(B l J) + ... + (DQ t )(B t J) 

- (A i+1 A) (DP i+ 1) (A r A) (JDP r ) = 0. 

Welches ist nun der genaue Zusammenhang zwischen den Grlei- 
chungen (8), und den Gleichungen (9), die man erhalt, wenn man die 
Formen W x . . . W r mit den verschiedenen symbolischen Factoren der 
Formen identificirt? Oder: Wie kann man aus den Differential - 

gleichungen (9) der Invarianten linearer Formen die Differential- 
gleichungen (8) der Invarianten der allgemeinsten algebraischen Formen 
0 herleiten? 

Es wird geniigen, auch diese Frage fur einen einfachen Fall zu 
beantworten, der aber noch allgemein genug gewahlt ist, um das in Be- 
tracht kommende Princip sehen zu lassen, den Fall einer Grundform 

<2> = (UQ) m (AX)*. 

Sei $ eine ganze Invariante p ten Grades der Form 0, so genfigt 
diese Function erstens den Gleichungen (8), d. h. in unserem Falle, 
es verschwindet der Ausdruck 

= m . (A' Q)™- 1 (A. A) (D Q ) . (A#) 9 
- n (AQy~i (A A) (D Q') . (. A ' Q)™. 

Schreiben wir zweitens, nach Ausfiihrung der in § 2 geschilderten 
Operationen $ symbolisch als Function $ der Coefficienten der 2 p 
linearen Formen (TJQfj, (A 1 X ), . . . (U (A P X), so erhalten wir als 
Bedingung der Invarianteneigenschaft von g Differentialgleichungen 
von der Form (9): 

= Q { ) (B t A) - (DP,) (A t A)} = 0, 

1 

sofern wieder {B 1 X) y (UPf ), . . . (B P X\ (UP#) die 2p Evectanten der 
Function $ nach (UQf), (A 1 X) J ...(UQ P ) } (A P X) bedeuten. 

Um nun die Identitat der Ausdriicke 27$ und £ $ zu erweisen, 
schreiben wir $ zunachst nach j?-maliger Anwendung des Aronhold- 
schen Processes und nachheriger Division durch p\ als jp-fach lineare 
Function $ der Coefficienten von p verschiedenen Formen 0 t ... 0 P . 
(S. 46.) Sind dann $/. . . $ p ' die p zugehorigen Evectanten, so hat 
man $' ~p$i = §/+ * * • + $/, wenn man nachtraglich wieder 
^ = . . . = 0 p ,= & setzt; es geht also £ $ fiber in 
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2$ = 2 { rn (. A : Q t ) m ~ 1 (A;A) (D Q,) . (A &')» 

X 

- n (JUQ O— 1 (A-4 

worin die Bezeichnung wohl keiner neuen Erklarung bedarf. 

Das i te> Glied dieses Ausdrucks wird nun gleich dem i ten Gliede 
von 270. Es wird geniigen, dies fur den Pall p = 1 zu erweisen (in 
welchem wir die Indices i wieder weglassen diirfen), da in jeder ein- 
zelnen Evectante mit dem Index i die Formen mit anderen Indices 
wie blose Constante behanddlt sind. Um die Evectante der nun- 
rnehr als linear vorauszusetzenden Function 0 oder 0 zu bilden, konnen 
wir offenbar so verfabren: Wir bilden die m te Evectante von 0 in 
Bezug auf die Form (UQ), und setzen die neu eingefiihrten Verander- 
lichen unter einander gleich, wodurch die Form 0^>) entstehen moge. 
Dann bilden wir die n te Evectante wiederum dieser Function in Bezug 
auf die Form (AX), und setzen wieder die neu eingefiihrten Verander- 
lichen einander gleich, wodurch iS-tt.) entstehen moge; endlich divi- 
diren wir das Ganze durch mini] so dass wir sehliesslich erhalten: 


W' 


1 


m \ n\ 


Um nun das erste der beiden Glieder von 2% zu bilden, ver- 
fahren wir so: Wir schreiben in 0' = ( A r X) m (U Q') n an Stelle von 
U wieder A . Dann entsteht nach dem Euler'schen Theorem: 


(A'X)>» (AQy = ± gjl). 

Hierauf ersetzen wir m — 1 Symbole X durch Q , wodurch 
(A'X)(A'<j)-i(AQy -i 

entsteht; endlich ersetzen wir X durch mA(DQ). Dadurch erhalten 
wir die Gleichung 

m (A'Q)’^ 1 (A' A) ( D Q) (AQ') n = (BA) (D Q). 

Ebenso aher ergibt sich 

n (AQy-i (A A) (D Q’) . (A'Q) m = (DP) (A A). 

Wir haben also in der That unter der Voraussetzung, dass %, g 
nur verschiedene Schreibarten derselben Invariante sind, 
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oder endlich: 

m (A'Q)™- 1 {A A) (B Q).{AQ’) n 
(10) - n (AQy- 1 (A A) (DQ ) . (A'Q) m 

= 2 K^O &A) - (DP { ) (JtA)}. 

1 

Wir sind hiermit auch durch wirkliche Ausrechnung zu der Ein- 
sicht gelangt, dass jedes symbolische Product niit Factoren der Typen 
(ABC), (. AP ), (PQR) die Differentialgleichungen (8) der Invarianten 
befriedigt. 

Die vorstehende Umfornmng mag noch durch ein einfaches Bei- 
spiel erlautert werden. 

Wir konnen den Ausdruck (A t A s A 3 ) 2 erstens auffassen als In- 
variante $ einer quadratischen Form = (AX) 2 . 1st dann 

w = my = s (UA,Ay 

die Evectante von Q, so haben wir 
Xg = - 2 (AQ f ) (A A) (DQ') 

= - 6 (A X A 2 A 3 ) (A t A) (DA 2 A d ) - - 2 (A X A 2 A Z )K (DA) = 0, 

Wir konnen ihn zweitens ansehen als simultane Invariante § von 
drei verschiedenen quadratischen Formen (^X) 2 , (A 2 X) 2 ; (A 3 X) 2 . 
Seien (UQy = (UA 2 A 3 )\ (U Q 2 f - (A X U A 3 )\ , (UQy = (A x A 2 Uf 
die drei bezuglichen Evectanten, so wird 

3 

4=-2 yci/)/) (A, A) (DQ') 

1 

3 

= 2 2 (AAA) (A a) (DA A) = o, 

1 

wo sich hinter den Summenzeiehen die nicht hingeschriebenen Glieder 
aus dem ersten durch cyclisehe Vertauschung der Indices ergeben. 

Endlich konnen wir (A : A 2 A 3 ) 2 betraehten als simultane Invariante 
§■ von drei linearen Formen (A x X), (A 2 X) , (A S X). Seien (TJP^), 
(UP 2 ), ( UP 3 ) die zugehorigen Evectanten, beziehungsweise gleich 

2 (A t A 2 A) (UA 2 A 3 ), 2 (A t AA) (A l UA a ) t 2 (A.A.A^ (4, A 2 U), so 
haben wir in diesem Falle 

3 

•£g - - (A4 PP.) 

1 

3 

= - 2 2 (AAA) (A A) (DA A) = 0 
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Recbts ergeben sicli in alien drei Fallen die namlichen symbo- 
lischen Ausdrucke, wenn wir die drei Formen (A, Xf, (A % X'f, (A 3 X) 2 
identificiren. — 

Fassen wir die Gleichungen (9) nock einmal in’s Auge, und zwar 
fur den besonderen Fall von drei linearen Formen (A,X), (A 2 X), 
(J 3 X) derselben Art. Sie lauten dann 

(A A (DP,) + (A,A) (. DP * ) + (A, A) (DP 3 ) = 0. 

Damit diese Differentialgleichungen fiir jede beliebige Normalform 
(DX) (JUJ) erfiillt seien ; geniigt es aber nach Obigem, ibr Bestehen 
ftir drei bestimmte Normalformen vom Typus (7) nachzuweisen. Setzen 
wir nun fiir (JDX) (JO A) der Reihe nach (A 2 X) (A 2 A 3 U), ( A 3 X ) (A 3 A X V ), 
(A x X) (A 1 A 2 U), was gestattet ist, so erhalten wir die einfacheren 
Bedingungen 

(AA) = 0, (A 3 P 2 ) — 0, (A, P 3 ) = 0 ; 

oder endlicb, wenn wir fur (A,X), (A 2 X), (A S X) beziiglicb & lf 0 2 , 0 S 
scbreiben: 

[&', fld-o, [&', 0 3 ] = o, [&', 0 ,] = o. 

Da man diese Betracbtung ohne Scbwierigkeit auf ein System 
von m linearen Formen eines Gebietes m ter Stufe ausdehnen kann, so 
ergibt sich der Satz: 

V. Damit eine analytische Invariante $ von m Formen . . . <f> m) 
welche die namlichen Ordnungszahlen haben, eine Combinante dieser 
Formen sei 7 ist die nothivendige und ausreichende Bedingung das Be- 
stehen der m Differentialgleichungen 

(11) [&', 0 t ] = 0, [&', 0 S ] = 0, . . . [&/, 0 J - 0, 

worm wie oben die Evectante von $ in Bemg auf die Form <5 

bedeutet. 

Es folgt dies sofort aus der Definition der Combinanten als simul- 
taner Invarianten gewisser linearer Formen eines Gebietes m ter Stufe. 

Die m Gleichungen (11) ziehen (dnrch Combination) die sammt- 
lichen m jn — 1) Gleichungen von der Form [gf/, = 0 (i 4 s «) 

nach sich. 


Partielle Differentialgleichungen fiir Invarianten warden wohl zuerst 
von Herrn Cayley aufgestellt. 34 ) Er gab zwei Differentialgleichungen fiir die 
Invarianten binftrer Formen an, und zeigte, dass dieselben zur Definition 
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dieser Invarianten binreicben; aucli leitete er aus ibnen durcli Combination 
eine dritte ab. Spater dienten die Differentialgleicbungen der Invarianten 
Aronhold zur Begriindung der Invariantentbeorie iiberhaupt. 35 ) Aronbold 
nimmt sogleicb ein Gebiet n tev Stufe in Angriff, macht aber von der als 
; ,Combination“ bezeicbneten Operation keinen Gebrancb. Er stellt zunacbst 
ein System von n 2 linear en bomogenen partiellen Differentialgleicbungen 
1. 0. fur die absoluten Invarianten einer Grundform (1I) K auf, sucbt 
nacbzuweisen, dass dieselben gemeinsame Losungen besitzen, und versuebt die 
Anzabl dieser Losungen, d. b. die Zabl der algebraiscb unabbangigen ab- 
soluten Invarianten zu bestimmen. Dann erst wird auf Grund des Satzes, 
dass jede rationale Invariante Quotient zweier (in unserer Terminologie) 
ganzer Invarianten ist, zur Bebandlung dieser letzteren fortgescbritten; 
es wird aucb fiir sie ein System von n 2 partiellen Differentialgleicbungen 
aufgestellt, von welcben aber nun eine nicbt mehr bomogen ist — die- 
jenige, welcbe das Euleffsebe Theorem fiir bomogene Functionen eines von 
Null verscbiedenen Grades vorstellt. Einen wesentlichen Fortscbritt that 
dann Clebsch mit dem Nacbweise, dass die n 2 Differentialgleicbungen der 
absoluten Invarianten ein in dem von ibm festgestellten Sinne vollstandiges 
System bilden. 36 ) 

Die Tbatsacbe, dass scbon die n 2 — 1 bomogenen Differentialgleicbungen 
der Invarianten eines unbestimmten Grades fiir sicb allein genommen ein voll- 
standiges System bilden, scbeint merkwiirdiger Weise sowobl Clebscb, als 
aucb denen, die spater iiber den Gegenstand gescbrieben baben, entgangen 
zu sein; wenigstens finde icb sie nirgends erwabnt. 

Die im Yorstebenden entwickelte Tbeorie unterscbeidet sicb von den 
alteren, auf denselben Gegenstand beziiglicben Untersucbungen in mebr- 
facber Hinsicbt. 

Der Yerfasser war in der gliicklicben Lage, sicb auf die mittlerweile 
entwickelte Tbeorie der Transformationsgruppen stiitzen zu konnen; die 
Anwendung der allgemeinen Begriffsbildungen, welcbe wir dem bewunderns- 
wiirdigen Werke von S, Lie entnebmen konnten, auf den vorliegenden 
besonderen Fall gestattete, der Tbeorie der in Bede stebenden Differential- 
gleicbungen einen tieferen begrifflicben Inhalt zu geben, und die Grund- 
gedanken deutlicber bervortreten zu lassen, als es friiber moglich war. 

In der analytiscben Darstellung ist an dem Principe festgebalten 
worden, nur solcbe Operationen zu verwenden, welcbe invariant sind gegen- 
iiber der Gruppe aller linearen Transformationen, d. b. sicb nacb Aus- 
fiibrung einer beliebigen linearen Transformation in Processe der namlichen 
Art verwandeln. Es werden daber die Differentialgleicbungen der In- 
varianten nicbt alle einzeln gescbrieben, denn eine solcbe einzelne Diffe- 
rentialgleicbung (wie z. B. das Aronboldsebe L> lK F — 0) beh&lt die Aus- 
fiibrung einer linearen Transformation im Allgemeinen keineswegs ibre 
Form bei; es wird vielmebr der Inbegriff aller derjenigen Differential- 
gleicbungen, welcbe erst als Gleicbungs system zusammen genommen die 
erwabnte Eigenscbaft baben (die Aronbold^scben Gleicbungen D^jF=0, 
JDuF — LxxF *= 0), in eine einzige Gleicbung zusammengefasst, deren 
Form nun durcb lineare Transformation nicbt mebr zerstort wird. Dies 
gelingt durcb Einfubrung der bilinearen Normalformen als Symbole linearer 
infinitesimaler Transformationen. 
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Hierdurch wird es u. A. auch moglieh, die bisber nur fur einen ziem- 
lich speciellen Fall entwickelte Theorie in derselben Form aucb auf die 
allgemeinsten simnltanen Systeme auszudehnen, deren einzelne Formen be- 
liebig viele Yeranderliche beider Arten enthalten, und ausserdem in ihrer 
Yeranderlichkeit durcb das Yerscbwinden beliebig vorzusehreibender linearer 
Covarianten beschrankt sind. 


§ 19. 

Das von Clebsch angegebene Uebertragungsprincip. 

Ein Zusammenhang zwischen der Theorie der binaren und der- 
jenigen der ternaren Formen wird hergestellt durch eine jede Form, 
welche gleichzeitig Yeranderliche ernes binaren und eines von diesem 
unabhangigen ternaren Gebietes enthalt. Wir wollen hier nur die aller- 
einfachste dieser Formen betrachten, eine Form, in weleher nur je 
eine Veranderliche beider Gebiete, und auch diese nur in linearer 
Weise auftritt. Wir bezeichnen dieselbe symbolisch durcb den Ausdruck 

( 1 ) 

worm U eine Linie des ternaren Gebietes, t einen Punkt des binaren 
Gebietes bezeichnen moge. 

Man iibersieht sogieich, dass eine jede Covariante dieser Form, 
welche den symbolischen Factor ((ifi) bat, die entsprecbenden Symbole 

M } M! in der Yerbindung MM' enthalten muss, und umgekehrt; die 
Form (1) besitzt also nur eine einzige Covariante, die rein ternare Form 

(2) {VX)^\{MM'X)M. 

Setzt man die Form (1) gleich Null, betrachtet U als veranderlieh, 
und lasst t alle Werthe durchlaufen, so erhalt man im Allgemeinen 
alle Punkte einer Geraden V der Ebene, welche durch die Gleichung 
(VX) = 0 dargestellt wird; betrachtet man U als gegeben, so stellt 
die Gleichung (TJM) (fit) = 0 denjenigen Punkt des binaren Gebietes 
der Geraden V dar, weleher von der Geraden U ausgeschnitten wird. 
Dieser Punkt wird unbestimmt, wenn man U = V setzt; in der That 
tiberzeugt man sich sofort, dass die Covariante (VM) ([it), wie iiber- 
haupt jede Form mit dem Factor (MM'M") identiseh verschwindet. 

Verschwindet die Covariante (VX) identiseh, so zerfallt die 
Form (1) in zwei (im Sinne der Functionentheorie) getrennte Factoren, 
und stellt daher, gleich Null gesetzt, nicht mehr die Punkte einer 
geraden Linie dar. Diesen Fall schliessen wir weiterhin von der Be- 
trachtung aus. 
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Mit Hilfe der Form (1) erledigen wir sogleieh die nachfolgende 
einfache, aber wielitige Aufgabe: 

v Es seien gegeben eine oder mehrere terndre Formen ; welche als Ver~ 
dnderliche nur Punkte enthalten, 

(3) F 1 = (AX) m (B Y) n • • • , F 2 = 

und es seien sdmmtliche Ver dnderliche an eine bestimmte Gerade V ge- 
bunden, so dass ( VX ) = (FY) = • • • = 0. 

Dann bestimmen die gleich Null geseUten Formen F 1} F 2 , ... 
Gleichmgen oder Correspondent des binaren Gebietes der Geraden V 7 
die man auch dutch gleich Null geset.de bindre Formen 

(4) = (ax) m (by) n 

darstellen kann. Es soil die Relation mischen den Formen (VX), E l7 
F 27 ... gefunden werden, welche besagt 7 dass eine bestimmte Invariants 
oder Covariante der binaren Formen f 17 f 2 , ... verschivindetd 

Wir konnen mit Hilfe der Formel (1) sofort die binaren Formen 
f 17 f 2j ... herstellen, namlich durck die Substitutionen 

(UX) = ( UM ) (flx), ( UY ) = (UM) fay ), . . 
es wird dann z. B. 

ft = (ax'r ( by )* • • • = {(AM) (f **)]» [( BM ) ■ ■ ■ • 

Eine in symboliscber Form gescbriebene Covariante II (ab) 7 . . 
(cx) 7 ... der binaren Formen f l7 f\ ... geht nun durch obige Sub- 
stitution iiber in ein entsprechendes Product 

17 {AM,) (BM 2 ), . . . (OM 3 ), . . . . . . (fi s x), . . . 

= n(ABV)... (GM 3 )...( H x)- 

aus dieser letzteren Form kann man aber die Symbole M und g ganz 
fort$chaffen ? wenn man auch noch die Veranderliche x des binaren 
Gebietes durch eine Substitution der Form 

(xy) = (UM) fay) 

durch eine (naturlich nur bis auf Vielfache der linearen Form (VX) 
bestimmte) ternare Form (UX) ausdruckt; unser Product nimmt dann 
endlich die Form an 

n (AJB F)... (GW)...; 

und das Yerschwinden dieses letzteren Ausdruckes, das im Falle Fac- 
toren (CUV) wirklich vorhanden sind, unabhangig von der Wahl 
der Veranderlichen U stattfinden muss ? ist die gesuchte Bedingung. 

Study, Terndre formen. 12 
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Man ersetrn also in der vorgelegten Invariants U (ab), ... (ex), ... 
der binaren Formen (4) jeden Factor (ab) durch einen Factor (AB V), 
und jeden Factor (cx) durch einen Factor (A UV), mn eine terndre 
Form m erhalten, deren Verschwinden die gesuchte Relation darstellt , 37 ) 

Bine der wicktigsten Anwendungen dieses Uebertragangsprincips 
ist wolil diejenige, welche zur Einsieht in den Zusammenhang der 
Reihenentwiekelung des § 4 mit der bekaimten Reihenentwiekelung 
fur binare Formen ( ay) m ( b i) n fiihrt: man erhalt die letztere ans der 
ersteren unmittelbar durck die Substitutionen: 

(UZ) = (UM) (fig). 

Wir batten diesen Zusammenhang natiirlich benutzen konnen, um 
die Tkeorie der zweiten Gordan’schen Reihenentwiekelung fur ternare 
Formen auf die Theorie der Reihenentwickelungen des binaren Ge~ 
bietes zuruckzufiihren. In Betreff weiterer Anwendungen verweisen wir 
auf die in der Vorrede citirten von Herrn Lindemann bearbeiteten 
Yorlesungen Clebsch! s. 

Eine Erweiterung der angewendeten Uebertragungsmethode kann 
man in verschiedenen Richtungen vornehmen. Man kann z. B. an 
Stelle der einen Form (UM) ((it) deren mehrere, ( UM X ) ((i t t i ) 9 
( DM 2 ) (fi 2 # 2 ), • • • (NX) (vs), . . . betrachten, in welchen die Veriinder- 
lichen t l9 t 2 , . . . s, . . . entweder alle demselben> oder aueh verschie- 
denen binaren Gebieten angehoren. Seien z. B. ( UM X ) ((i x t^) und 
(U M 2 ) ((i. 2 t 2 ) zwei solche Formen, mit den Covarianten (V x X) und 
(F 2 X), ferner (AX) 2 mit der Uovariante (U A) 2 = (ABUf eine ternare 
quadratische Form. Dann reducirt sich die Bedingung (a a) ((i /?') = 0, 
dafiir, dass die bilineare Correspondenz 

W (K) = (AM,) (M) M = 0 

ausartet, auf das Verschwinden der rein ternaren Form (F x A) (V 2 A), u. s. w. 

Zweitens kann man an Stelle der Form (UM) {(it) complicirter 
gebaute Formen setzen, z. B. diese (UM) ((it) 2 *) Man wird dann ein 
neues Uebertragungsprincip erhalten, in dessen Theorie ein von Ilesse 
angeregter Gedanke zur wirklichen Durchfilhrung gelangt. Hierauf 
werde ich bei einer anderen Gelegenheit ausfiihrlich eingehen. 

Hier sei nur noch anhangsweise kurz die Verallgemeinerung be- 
sprochen, die sich ergibt, wenn man an Stelle der binaren und ter- 


*) Eine weitere besonders beachtenswerthe Form clieser Art ist diejenigo, 
welche symboliscb durch ein Product (NX) 2 ( vt ) 2 dargestellt werden kann, da 
sie zur Theorie der allgemeinen ebenen Curve vierter Ordnung in einer sehr 
engen Beziehung steht. 
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naren Formen beztiglieh ternare und quaternare Formen setzt; die 
Ausdehnung auf Formen mit Veranderliehen zweier Gebiete beliebiger 
Stufen wird dann obne Weiteres klar. 

Wollen wir das Uebertragungsprincip Clebsch’s fur ternare und 
quaternare Formen herleiten, so tritt an Sfcelle der Form (1) die Form 

( 5 ) (jam) (mx) 7 

in weleber etwa U eine veranderliche Ebene des .Ratlines, mid X einen 
Punkt des ternaren Gebietes bedeuten mag. Das voile Formensystem 
dieser Form (5) bestekt ausser den identischen Covarianten beider Ge- 
biete nur aus ihr selbst und den beiden Formen 

( 6 ) 

(7) l- (mWW'X) (MM' 31") = (20336). 

Wir stellen nun zu jeder quaternaren Form, welehe nur Punkt- 
und Liniencoordinaten, also nur symboliscke Factoren der beiden Typen 

(wm 

enthalt, eine entsprechende ternare Form her vermoge der Substi- 
tutionen: 

(MX) = (AX) 

I (MM' U) = (UP). 

Die drei Factoren typen, aus welchen sicli die Invarianten aller 
ternaren Formen zusammensetzen, nebmen dann vermoge dieser Sub- 
stitutionen die Werthe an: 

(abc) = (mm) 

(AP) - (SCSP) (235(5') - (315)3') (©$) 

^ (. PQR ) = (Stated) (SBsp') (SB O') — (28$)) (SB O') 

- ($3i'$0') (2B$') (SBO) 4- (9?9t'$0') (28$) (280); 

und diese clrei Formeln, von welchen bislier wohl nur die erste be- 
merkt worden ist, stellen das Uebertragungsprincip fiir den Raurn 
und die Ebene dar. 

Hatten wir die Liniensymbole anders geschrieben, und an Stelle 
eines jeden Factors (5(3 5(5' 3E 53)) einen Factor (3)3 6) (3)'2)) — (®D) (3)'3E) 
eingefuhrt, so hatten wir statt der beiden letzten Formeln (9) die 
folgenden erhalten 

(AP) = (®® r m b) 

^ (PQll) = (g®$'2B) (gWSB) - (g'®$'2B) (gffiS'ag), 

sofern namlich an Stelle der Symbole 5(5, D, die Symbole 3), ®, % 
treten. 
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II, § 20. Formen mit Veranderlichen 


§ 20 . 

Formen mit Veranderlichen zweier getrennter temarer Gebiete. 

Betrachten wir eine ternare Form, welche melxrere Veranderliche 
beziehungsweise in den Graden m [ml . .) ert ^alt, und zu- 

gleicb eine andere, welebe die namliehen Ordnungszahlen hat, aber in 
anderer Vertheilung, z. B. P 1 J ' " % U * " '), so kann man die Be- 

merkung maehen, dass diese Formen in dem Bildungsgesetze ernes 
Theiles ihrer Invarianten und Covarianten iibereinstimmen. So besitzen 
z. B. die beiden ternaren Formen (AX) (BY) und (JDX)(TJA) die 
folgenden Paare von Covarianten: 

\ (A A' U) (BB' V), i (Djy U ) (AA'X) 

i (A A' A") (BB'B"), i (DD'JD") (A A' A"), 

deren Analogie sofort in die Augen falit. Es sind diese Bildungen 
keine anderen, als diejenigen Invarianten und Covarianten beider 
Formen, welche die Invarianteneigensehaft auch dann noch behalten, 
wenn man sich die Veranderlichen X und Y, beziiglieh X und U als 
verschiedenen Gebieten angehorig und als unabhangig von einander 
transformirt denkt. In der That stehen unter dieser Yoraussetzung 
die beiden Formen einander in gewissem Sinne dualistisch gegeniiber 
— sie entsprechen sich in einer Zuordnung, welche sich aus der 
identischen Transformation des ersten Gebietes und einer dualistischen 
Transformation des zweiten Gebietes zusammensetzt. Sie haben daher 
Invarianten, welche durch diese namliehe Transformation in einander 
iibergehen, und welchen mithin das namliehe symbolische Bildungs- 
gesetz zukommt. 

Nach unseren friiheren Unter suchun gen erscheint es naturgemass, 
bei Bildung des Formensy stems einer Grundform mit mehreren Ver- 
anderlichen so zu verfahren, dass man erst nach Elementarcovarianten 
entwickelt, dann die Systeme dieser einzelnen Formen, und endlieb 
deren simultanes System bildet. Jetzt ergibt sich ein anderes, eben- 
f nlla naturliches Fortschreitungsgesetz : Man wird verlangen, erst die- 
jenigen Invarianten zu bilden, welche Invarianten auch dann noch 
bleiben, wenn man alle Veranderlichen unabhangig von einander 
transformirt, und welche der gegebenen Form mit einer Reihe anderer 
Formen gemeinsam sind, und dann dadurch, dass man jene Unabhangigkeit 
schrittweise aufhebt, zur Bildung des eigenthumlichen Formensystems 
der gegebenen Grundform vorzudringen. 
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Um diesen Gedanken zur Ausfuhrung bringen zu konnen, ist es 
nothig, zu wissen, in welchem Zusammenhang z. B. das System einer 
Form ( AX ) m (B Y) n , worm X und Y unabhiingigen Ebenen angehoren, 
mit dem System der namlichen Form (AX) m (BY) n steht, in welchem 
X und Y Veranderliche derselben Ebene bedeuten, oder genauer, wie 
man das letztere Formensystem aus dem ersteren herleiten kann. Die 
Invarianten des ersten Systems haben nun die Invarianteneigenschaft 
gegeniiber den Transformationen der 16 -gliedrigen Gruppe aller linearen 
Transformationen beider Ebenen , welche eine gewohnliche continuir- 
liche Transformationsgruppe wird, sobald wir als Raumelement etwa 
den Inbegriff eines Punktes der ersten Ebene und eines Punktes der 
zweiten Ebene einfuhren. Denken wir uns nun durch eine bestimmte 
projective Zuordnung die zweite Ebene auf die erste bezogen (gelegt), 
so wird damit jeder linearen Transformation der ersten Ebene eine 
bestimmte lineare Transformation der zweiten Ebene zugewiesen; die 
Gesammtheit dieser Transformationen bildet noch eine acbtgliedrige 
Gruppe, und diese letztere Gruppe geht unmittelbar in die allgemeine 
projective Gruppe der Ebene uber, sobald man einander entsprecliende 
(deckende) Punkte als nicht verschieden ansieht. Durch diese Be- 
trachtung wird der Gedanke nahe gelegt, dass man das zweite Formen- 
system aus dem ersten durch Hinzufiigung (Adjunction) der namlichen 
bilinearen Form erhalt, durcli welche obige achtgliedrige Gruppe aus 
der sechzehngliedrigen Gruppe beider Ebenen abgeschieden wird; oder 
mit anderen Worten, dass man das System der gegebenen Formen 
um eine bilineare Form zu erweitern hat, welclie beide Ebenen ver- 
knupft, und dann die durch sie reprasentirte lineare Transformation 
der identiscben Transformation der ersten Ebene gleichsetzt. 

Diese Vermuthung bestatigt sich wirklich. In praciser Fassung 
konnen wir den betreffenden Satz etwa so ausdriicken: 

Es sei gegeben eine Beihe von Formen mit VerdnderlicJien zweier 
ternarer Gebiete , 0. B. 

f= (Axy (up)* (Ify ( vpy 

worin die iiberstriclienen Symbole und VerdnderlicJien dem zweiten Ge- 
biete angelwren sollen . Es seien ferner dieselben Formen noch einmal , 
und dann als gewohnliche terndre Formen betrachtet , und so geschrieben: 

f' — (a xy» ( upy {A' Yy ( vpy .... 

Bildet man dann das simultane System der Formen F und einer gc- 
wissen bilinearen Form T — ( DX ) (V A) von der Discriminante Fins, 
so wird cine jede Imariante dieses erweiterten Systems einer bestimmten 
Invar iante der Formen F' gleich ) und umgelcehrt 
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Der Beweis dieses Satzes wird uns nattirlich zugleich eine Methode 
liefern, die Invarianten des einen Systems wirklicli in die des anderen 
iiberzufuhren. Wir fiiliren ihn mit Hilfe der in § 14 entwickelten 
Theorie der Form T, auf Grund des Satzes von der symbolischen 
Darstellbarkeit aller Invarianten, d. h. der Entstehung der unbegrenzten 
Menge aller Invarianten dureh eine enclliche Zahl von Processen; wir 
brauclien nur zn zeigen, dass jeder Operation, durcb welche eine In- 
variante des Systems F , T entsteht, eine Operation zugeordnet werden 
kann, durcb welche eine ihr gleiche Invariante des Systems F' er- 
zeugt wird. Wir stellen also alle Typen von symbolischen Factoren 
auf, welche in beiden Systemen vorkommen, und zeigen, dass dieselben 
bei geeigneter Wahl der Form T einander gleich werden. 

Im System einer Form T von der Discriminante Eins bestehen 
nach § 14 die in der folgenden Tafel zusammengestellten Relationen: 

(1) 

(DX) (YJ) = * (E t E,X) (H X H,V) = T -1 
T — (UE) (H Y) = (A A U) (A A Y) = T- 1 
(DX) (UE) (IlJ) = (UX) 

(DE)(?H)(HY) = (VY) 

J=\(DE) (HJ) = 1, 

in welchen wir iiberall die Veranderlichen und Symbole des zweiten 
Gebietes durcb. iibergesetzte Striche kenntlich gemacht haben. 

Diese Form T haben wir nun offenbar so zu wahlen, dass durcb 
die Transformationen T und T die Forrnen F und F f in einander 
iibergehen; d. h. es muss sein 

t=x 1 F 1 + x 2 f 2 + x s % 

•\=U x Y l -\-U % Y,+ U z Y i , 

was zwei mit den Bedingungen (1) vertnigliche Annahmen sind. In 
tier That haben wir unter dieser Voraussetzung 

( 2 ) 

(DY) (AA) = (A'Y) (A'E) (H Y)= (AY) 

(VE) (HP) = (VP") (DP) ( VH) = (VP), 

Formeln, die gerade besagen, dass durch die Transformationen T und 
T die Forrnen F und F' in einander iibergefiihrt werden. 
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Wir behaupten nun, dass alle Invarianten iin simultanen System 
der Formen F , T sicb aus symbolischen Factoren der folgenden Typen 
zusamruensetzen lasseu : 

(ABC) (AP) (PQB) 

(ABC) (AP) {PQB) 

(DP) (A A) (AE) {HP) 

(DAB) ( 22 ) (AE) (HAB) 

(DP) (PQH) (PQE) (HP). 

Bilden wir namlick zuerst diejenigen symbolischen Factoren eines 
symbolischen Productes, welche von Symbolen der Formen T , T frei 
sind, so erhalten wir die sechs ersten der aufgezahlten Typen. Unter 
den Factoren, welche Symbole der Formen T y T enthalten, konnen 
wir aber alle weglassen, bei welclien zwei Symbole dieser Formen in 
dein narnlichen Klammerfactor auftreten, wegen der Relationen (1). 
Es bleiben also noch die sechs letzten der aufgezahlten Typen, und 
ausserdem die beiden Typen (DAB) (PQH), (PQE) (HAB). Diese 
aber lasseu sicli durch die librigen ausdrileken, wie man sogleich er~ 
kennt, wenn man in ihnen statt der Symbole von T solcke von T 
einfiihrt, und umgekehrt; es folgt alsdann: 

(3) 

(DAB) (PQA) = (AE) (HP) . (BE) (HQ ) - (AE) (HQ) . (BE) (HP) 
(PQE) (HAB) = (DP) (AH) . (DQ) (BA) - (DQ) (AA).(DP) (BA). 

Die links stehenden Factor engruppen sind also uberfliissig, und 
konnen weggelassen werden. 

Yermoge der Substitutionen (2) konnen wir nun mit den obigen 
Factoren eine Umformung in dem Sinne vornehmen, dass wir alle 
Symbole A, B, ... P, Q, ... durch die entsprechenden Symbole 
A', B', ... P', Q', ... ausdrucken. 

Dann aber ergeben sieh die Formeln der Tafel 

( 4 ) 

(ABC) = (A'B’C') (P QR) = (P'Q'R') 

(AP) = (A’F) 

(DB)(AA) = (A'P) (AE) (HP) — (AP') 

(DAB) (AA) = (ABA') (AE) (HAB) = (AA'B') 

(DP) (PQA) = (PP'Q') (PQE) (HP) -- (PQP'). 
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Fiigt man noch den Factoren der reebten Seite die unverandert 
gebliebenen Factoren [ABC), ( AT ), (. PQR ) hinzu 7 so erhalt man 
augenscheinlich alle Factorentypen, welclae in einem symbolischen 
Product xnit Symbolen der Formen F' auftreten konnen, sofern man 
namlich zwei Klammerfactoren dann zu demselben Typus rech.net> 
wenn accentuirte und nicbt accentuirte Buclistaben in gleicber Weise 
in beide eingehen. Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen, und 
zugleich das Mittel gegeben, zu einer in symbolischer Form vorge- 
legten Invariante des Systems F, T die ihr gleiche Invariante des 
Systems F' in symbolischer Form hinzusehreiben, wie auch umgekehrt. 
Wie das Theorem auf Formen mit mehr als zwei ternaren (quater- 
naren u. s. w.) Gebieten ausgedehnt werden kann, braucht wohl nicht 
besonders auseinandergesetzt zu werden. 

Noch sei folgende Bemerkung gestattet. Wir haben (auf S. 24) 
ausgefuhrt, in welchem Sinne die Operationen, durch welche sym- 
bolische Producte entstehen, unter den Begriff der Gnippe gefasst 
werden konnen. In demselben Sinne bilden nun offenbar diejenigen 
Processe, durch welche nur Producte mit Factoren der Typen 
(ABC) ( AP ) (PQR) 

(A'B'C') ( A'P ') (P'Q'R'), 

also keine Factoren (AP') u. s. w. entstehen, eine Untergruppe dieser 
Operationsgruppe. Die beiden Gruppen von oo 8 bezw. oo 16 Trans- 
formationen, zu welchen diese beiden Operationsgruppen gehoren, 
stehen aber gerade in dem umgekehrten Verhaltniss: die erste ist 
eine Untergruppe der zweiten. Es ist dies ein merkwurdiger Ausdruck 
der selbstverstandlichen Tliatsache, dass zu der urnfassenderen Mannig- 
faltigkeit von Transformationen eine kleinere Mannigfaltigkeit von 
lnvarianten gehort. 
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Lineare Transformationen und Differentialgleichungen 
der Invarianten im binaren Gebiet. 

Wie bei den Combinanten, so konnen wir auch bei den Differen- 
tialgleichungen der Invarianten im binaren Gebiete die Untersuchung 
noch etwas weiter fiihren, als es bei den ternaren Formen thunlich 
erscheint. Wir stellen hier zunachst die Formeln fur die endlicken 
und infinitesimalen linearen Transformationen des binaren Gebietes auf, 
um dann, wie bei den ternaren Formen, zu den Differentialgleiekungen 
der Invarianten iiberzugeken. Auf die linearen Transformationen des 
binaren Gebietes wollen wir kierbei, weil es okne grossere Vorbereitungen 
moglick ist und weil die zu entwickelnden einfachen Formeln auch bei 
mancken TJntersuckungen aus dem Gebiete der ternaren Formen ein 
unentbekrliches Hilfsmittel bilden, etwas ausfukrlicher eingeken, als 
es oben bei Behandlung der linearen Transformation der Ebene ge- 
sckeken ist. 38 ) 

Eine lineare Transformation („ Projective Zuordnung“ oder „Pro- 
jectivitat“) im binaren Gebiete wird dargestellt durcli eine bilineareForm 

(1) t = (dx) ( d y ) = ( d'x ) ( 8'y ) = • • • . 

Dieselbe ordnet, gleick Null gesetzt, jedem Punkte x des binaren Ge- 
bietes einen im Allgemeinen bestimmten Punkt % zu ; den Nullpunkt 
der linearen Form (x y) = (dx) (8y). Dieser Punkt x andert seine 
Lage zugleicli mit x — ausgenommen den Fall, wo die Transforma- 
tion t ausartet. Dies Letztere tritt ein, wenn die Discriminate der 
Transformation , 

(2) j-Hdd') (66') 

den Werth Null hat. Wegen der zweiten der Identitaten: 

,,, (dx)(d'y)(Sd')=j.(xy) 

{ } (dd')(Sx)(d'y)=j.(xy) 

oder auch wegen der Symmetric von j artet zugleick mit der Trans- 
formation (1) auch die andere aus: 

(4) x = (dx) ( dy ) = (dx) (Sy) — (dS) . (xy ) ; 

beide bilineare Formen stellen dann das Product zweier eigentlicher 
linearer Formen dar, welche nur in verschiedenen Yeranderlichen ge- 
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schrieben sind. Die Transformation % ist im allgemeinen Falle die 
Entgegengesetzte der Transformation t, wie dies sogleich aus den 
Formeln (3) hervorgekt. Bezeichnen wir als Product" zweier Trans- 
formationen t x = (d t x) (d t y) und t 2 — (cl A x) (S 2 y) den Ausdruck 
t x t 2 = (d x x) (d^S x ) (d 2 y) (vgl. S. 130), und demgemass als „identische 
Transformation" den Ausdruck 

t° = (xy), 

welcher mit jeder anderen Transformation multiplicirt wieder diese 
Transformation ergibt, so kbnnen wir setzen: 

(5) t~~ l — j -1 . r . 

Neben der Discriminante j von t betrachten wir nocb die beiden 
Invarianten 

(6) i = i x = (dd), i 2 = (dd') (cTd). 

Das Yerscbwinden der Invariante i besagt, dass die Transformation t 
mit ibrer entgegengesetzten zusammenfallt, wie sofort aus der der 
Formel (4) zu entnebmenden Identitat 

(7) t == t — it 0 

bervorgebt. Multipliciren wir (7) nocb mit t , so finden wir unter 
Berucksichtigung von (5) die Identitat 

(8) f = it'+jt\ 

Sie sagt aus, dass die bilinear e Form t 2 und damit alle koheren 
Potenzen von t dem Biischel von bilinearen Formen angehdren, welches 
durcb t selbst und t° ===== (pcy) bestimmt wird. 

i 2 ist die lineare Invariante von t 2 . Man erhalt ibren Ausdruck 
durcb die unabhangigen Invarianten i und j sofort aus (8): i 2 =i 2 -\-2j. 
Ihr Versckwinden ist die Bedingung dafur, dass t die Periode 4 bat; 
ebenso ergibt sich aus (8) als Bedingung einer Periodicitat mit der 
Periode 3 das Yerscbwinden der Invariante i 2 -f-jf, u. s. w. 

Durch die Transformationen t It 0 (und nur durcb diese 
Transformationen) wird jede andere Transformation t-{-{it° des 
durcb t und t° bestimmten Btischels bilinearer Formen in sich selbst 
iibergefiihrt, wie man sich sofort iiberzeugt. Es wird daher auch 
die quadratische Form (, sx ) 2 , deren Polare ($x) ( sy ) der Ausdruck 
■J* {(dx) (dy) + (dy) (d#)} = t — \ it 0 ist, und jeder ibrer Nullpunkto 
0 1: #2 in sich selbst iibergefuhrt. 

Es wird daher jede Transformation des Biischels £ + At 0 , welche 
einen Punkt allgemeiner Lage x in einen dieser Nullpunkte z XJ 
iiberfiibrt, eine ausgeartete Transformation sein. Der Biischel enthiilt 
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also zwei ausgeartete Transformationen, die wir so schreiben konnen: 
( o\ „ _ (-'i *)(-8.v) „ _{» i x)(s l y). 

die linearen Formen (2 t x), (z%%) sind beziebungsweise den linearen 
Factoren der quadratiscben Form ($x) 2 = (clx) (dx) proportional. 
Vorausgesetzt ist bier natiirlich, dass diese quadratiscbe Form wirk- 
lich zwei getrennte Nullpunkte bat. 

Die Formen des Biiscbels t Xt° lassen sicb ebenso gut, wie 
durcb t und t° selbst, aucb durcb diese beiden ausgearteten Formen 
ausdrucken, da dieselben linear unabbangig sind. Wir baben daher: 

*° — h + 

( 10 ) ft = 

f 2 = X 2 6 1 -f* A.) 2 ?* ? 

letztere Gleicbung in Folge der zwischen den Transformationen e 1 
und e 2 bestehenden Identitaten: 

( 11 ) ^ = e& — 0 ^ = 0 e 2 = e 2 . 


Bilden wir in den beiden letzten Gleich ungen (10) beiderseits die 
lineare Invariante, so finden wir 

h = K + h 
h ~ ^ x + V; 

wir erbalten also wegen des oben gegebenen Ausdrucks von i 2 durcb i 
und j die Coefficienten X x und X 2 als Wurzcln der quadratischen 
Gleicbung 

(12) i 2 = n + j. 


(13) 


Sie sind mithin irrationale Invarianten der Form t. Die Formen e l 
und e 2 selbst werden irrationale Covarianten von t\ man erhalt aus den 
beiden ersten Gleiehungen (10) ihren Ausdruek durch t° und t l ver- 
mittelst der Invarianten A, und A 2 : 

— t 1 — A 2 i t° 

— == t 1 — A^' 1 , 

wobei z/ = Aj — A 2 gesetzt ist, also 
(14) z/ 2 = (A x - A 2 ) 2 - i 2 + 4j = - 2 (ssj. 

Die quadratiscbe Gleichung, deren Wurzeln e 1 und e 2 sind, wil'd: 

(sa:) 2 . {sy ) 2 


(15) 


(xy) . e + 


2 (ss'y 


0 , 


worin, wie oben, fur (dx) (dx) kiirzer ( sx ) 2 geschrieben ist. 
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Die vorstehende Betrachtung beruht auf der Annahme, dass die 
Discriminante der quadratischen Form (sx) 2 oder der quadratischen 
Gleiehung (12) von Null verschieden ist. Aber auch in dem anderen 
Falle baben wir in dem Buschel t -J- zwei ausgezeicbnete For men, 
die wir als neue Basiselemente einfiibren konnen. Wir brauchen nur 

(16) s 1 = (xy), s 2 = (sx) . (sy) 

zu setzen (wobei nun (sx) — ]/ (sx) 2 eine wirkliche lineare Form wird), 
nnd haben dann ohne Weiteres 

(17) t° — t l = y *i + h 5 

die hoheren Potenzen von t berechnen sieh hieraus auf Grund der 
Formeln 

(18) «i* = £ 1 £ 1 £ 2 = £ 2 £ 2 £ 1 = £ 2 «»* — 0. 

Symbol einer infinitesimalen linearen Transformation wird nun, wie 
in hoheren Fallen, eine bilineare Form, deren lineare Invariante (i) 
verscbwindet. Das ist aber jetzt die Polare s = (sx)(sy) einer quadra- 
tischen Form (s#) 2 ; wir konnten daher auch diese letztere als Symbol 
der infinitesimalen Transformation nehmen. Der friiher als „ Com- 
bination “ bezeichneten Operation entspricht dann die Bildung einer 
Functionaldeterminante. Seien s x — (s t x) (s t y) und $ $ = (s 2 x) (s 2 y) die 
Symbole zweier infinitesimaler Transformationen, von welchen also zum 
Beispiel die erste lautet 

s L ° + s^S t = (xy) + (s x x) (s { y) St, 
so haben wir als „ Combi nation “ von s x und s 2 diese Form zu be- 
zeichnen: 

(19) 6* 12 = = s 1 s 2 s^$ 1 = (s 1 x) (s 2 sf) ( s 2 y ) ($ 2 ^) 

Das ist aber nichts Anderes als die doppelt genommene Polare 
(s u x) (s 12 y) der Functionaldeterminante (s 12 x) 2 = (s 2 sf) (s x x) (s 2 x) der 
Formen (s 2 x) 2 und (^a?) 2 .*) 

Der Ausdruck der eingliedrigen Gruppe, welclie von der infini- 
tesimalen Transformation s erzeugt wird, ist wie friiher e iit e st ? oder 
einfacher 

(20) = s° + sH + s 2 H . 

Beriicksichtigen wir nun aber, dass nach Formel (7) $ 2 — js° , worin 
— 2 j = (ss'Y die Discriminante der quadratischen Form (sx) 2 ist, so 

*) Ich ubergehe mit Absicht die naheliegende geometrische Deutung, da 
die hier entwickelten analytischen Hilfsmittel noch nicht ausreichen, urn diesen 
Beziehungen einen befriedigGnden Ausdruck zu geben. 
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erhalten wir, wenn (ss'f =j= 0? die einfachere Darstellungsform 
s° cos ( t]/—j ) + sin ( t Y—j ) ; 

oder endlich, wenn wir ]/ — j = 1, d. h. ( ad ) 2 = 2 nehmen (was un- 
beschadet der Allgemeinheit gescheben kann): 

(21) e st = s° cos t + s 1 sin £. 39 ) 

Fiihren wir fur s° nnd s l mit Hilfe der Formeln (10), (12) 
e x und e 2 ein, so erhalten wir noch eine zweite bemerkenswerthe Dar- 
stellung der eingliedrigen Gruppe 

(23) = e x . lt + e 2 . K 

1st dagegen (s$') 2 = — 2j = 0, so haben wir einfach 

(23) ef* = s° + st. 

Wir haben also im binaren Gebiete zwei Typen von eingliedrigen 
Gruppen, deren bekannte Eigenschaften man aus den Gleichungen 
(21).. (23) mit Leichtigkeit ablesen kann. — 

Die Differentialgleichungen der Invarianten binarer Formen er- 
halten wir ebenso, wie bei den ternaren Formen, indem wir den Zu- 
wachs sf.St einer jeden Grundform f als Function der Verander- 
lichen x (vgl. S. 135) bei der infinitesimalen Transformation s bestim- 
men, und dann den Zuwachs (S^.dt einer Function ^ der Coeffieienten 
(vgl. S. 158) der verschiedenen Grundformen gleich Null setzen. 

Wir finden fiir eine Grundform f=(ax ) n , wenn wir die Evec- 
tante (S. 44) einer Function $ durch = (a x) n bezeichnen, und 
die simultane Invariante ( aa) n zweier Formen f — (ax) n und (p ==(< ax) rl 
durch das Zeichen [/*, <p ] *= ( — \) n [<p t f] darstellen, 

, sf=n ( ax )— 1 (as) (sx) 

= [S', — sf] = [sg; f] = -n (da)' 1 - 1 (as) (as). 

Zu diesen Formeln gehoren die Identitaten (vgl S. 157, 159) 

S 1 ( S %f) S 2 ( 5 1 f) — 5 12 f 

w («,S) - «■ («,S) - «..S, 

von welchen die letztere besagt, dass die Gleichungen a $ = 0 ein 
vollstandiges System bilden. 

Wir mogen nun bemerken, dass man in den Gleichungen <5'^ = 0 
die quadratische Form (sx) 2 durch die zweite Potenz einer linearen 
Form ersetzen kann, ohne das Gleichungssystem zu andern. 
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Damit haben wir einen bekannten Satz 40 ), den wir nun mit Leichtig- 
keit auch auf simultane Sjsterue (wie auf Formen mit mehreren Ver- 
anderlichen) ausdehnen konnen: 

L Seien f x — (a x x) ni • • • f Q — (a Q x) n q irgend q bindre Formen 7 
unci % irgend eine allseitig homogene analytische Function Hirer Coeffi- 
cienten. Dann ist $ unter der Bedingung eine analytische Invariante ; 
dass die Summe der vorletsten Veberschiebungen der q Evectanten 
% ' = (ell x) n i und der entsprechenden Formen f n jecle Ueberschiebiing so 
oft gerechnet, als die mgehorige Ordnungsmhl n t angibt , identisch ver- 
schwindetj dass also 

(26) ^ n t (a' a t ) n * - 1 (a/ x) (a,- x) = 0. 

Dureh eine geeignete Umformung der linken Seite dieses Aus- 
druckes yerificirt man leicht ; wie bei den ternaren Formen, dass jedes 
symboliscbe Product von Factoren (ah) diese Bedingung erfullt. Er- 
setzen wir namlich, wenn ft = (a,ix) n — (pix) n — die ganze homo- 
gene Function % in bekannter Weise durch eine Function % der Coef- 
ficienten der linearen Formen (p x x) — (a x x), (p 2 x) — (b x x) } . , . 
(pxx) — (tt 2 x )> 1^) = (h x )j ••• und bezeiclmen wir die zu ( p x x ) 

geliorige Evectante von $ durch (p y .x), so wird die linke Seite von 

(26) gleich der linken Seite der Gleichung 

(27) ^ (ji x) (jj x x) = 0. 

Dies aber ist die allgemeine Form der Differentialgleichungen fur 
die Invarianten linearer Formen. Man sieht, dass jede Function von 
Determinanten (piPj) diese Bedingung erfullt; denn es wird ftir % 
= {.Mb')- 

E x (p*®) Op**) = (*a) (p‘ x ) + (P‘ x ) ( Pj x ) = 0. 

Damit die Gleichungen (26) fur jeden Werth von x bestehen, ist 
es bereits ausreichend, dass sie ftir mei linear unabhaugige Werthe 
von x erfiillt sind, zum Beispiel fiir diese: ^ = 1 ; = x x — 0 ? x 2 ~ 1. 

Auf weniger als zwei Gleichungen lassen sich die Differentialgleichungen 
der Invarianten auch im binaren Gebiete im Allgemeinen nicht re- 
duciren. Es besteht nun aber der merkwiirdige Satz, dass im binaren 
Gebiete bereits eine Differentialgleichung zur Definition der Invarianten 
ausreicht, sobald man sich auf ganze Functionen $ beschriinU, und noeh 
eine gewisse Neben-Bedingung hinzufugtF) 

Wir konnen zu dieser Einsicht durch eine Umformung der 
Gleichungen (26) gelangen; ziehen es aber vor, die Differentialgleichungen 
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der Invarianten noeh einmal in anderer Form herzuleiten. Weisen 
wir dann die Identitat der gefundenen Gleichungen mit den Gleich- 
ungen (26) nach, so haben wir damit zogleicli eine neue Ableitung 
des Satzes I. 

Jene zweite Gestalt der Different algleichun gen der Invarianten, 
die iibrigens in ganz ahnlicker Weise aueh bei den ternaren Formen 
vorhanden ist, wird erhalten, wenn man die Coefficienten der ans f t 
durcb eine lineare Transformation liervorgegangenen Formen f( als 
Functionen der Transformationscoeffieienten betracktet, und nun un- 
mittelbar ausdriickt, dass eine homogene Function § der Coefficienten 
von f[ durch eine moglichst hobe Potenz der Transform ationsdeter- 
minante theilbar wird. 

Wir wollen im Folgenden, um unsere Formeln nicht mit zu vielen 
Indices beladen zn rnussen, die transformirte Form als Grundform be- 
traehten. 

Schreiben wir die lineare Transformation so: 


(28) 


Vt X i 

x. 2 = — i 2 x x q., x. 2) 


so gelit aus der Form 

(29) /' = (« x) n — «„ x. 2 l — ( ^ ) a L x. 2 




hervor die Form 

f — (a x) n = « 0 x., n — (?) a x X./- 1 x L -f 

(30) ‘ 

= (<*v) n x i n — ( i) («’?)“ («£) *2 n-1 H ; 

diese letzteren Formen fi wollen wir mit den Grundformen f unserer 
bisherigen Untersuchung identificiren. Wir konnen dann die Coeffi- 
cienten a 0) %, ... als unabkangig-veranderliche Grossen betrachten; wir 
konnen sie aber auch wegen des Zusammenhangs der Formeln (28), 
(29), (30) als Functionen von a 0 , a 17 ... £ 1? | 2 , ij i9 vj 2 anselien. Aus 
der Zusammenstellung dieser beiden Auffassungen ergeben sich die 
Differentialgleickungen der Invarianten. 

Sei namlich vorgelegt eine allseitig homogene Function g* der 
Coefficienten der Formen f x . . . fq 9 welclier in Bezug auf die Form f 
die Gradzahl p { zugehort. Diese Function wird nur dann eine In- 
variante sein, wenn sie betrachtet als Function von % X9 £ 2 ; Vu % der 
Bedingung geniigt: 

(si) 3 (0 — (ijey-s (/T) {<» - 
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d. h. wenn sie eine simultane Invariante der beiden linearen Formen 
(I *)> (v x ) isb- Als nothwendige und ausreichende Bedingung hierfur 
leitet man nun sofort das Bestelien der beiden Gleiehungen [g/, (yx)} = 0, 
[S'/? (I®)] = 0 ab, in welehen und % tj ' die beiden auf (| x) und 
(yx) beziiglichen Evectanten von $ bedeuten. (Es ergibt sich das 
zum Beispiel dureh unmittelbare Integration des dreigliedrigen voll- 
standigen Systems, welches durcb diese Gleiehungen bestimmt wird.) 
Fur die linken Seiten dieser Gleiehungen fiihren wir eine zweek- 

massigere Bezeiehnung ein, namlieh y und 1 Dann haben wir: 

7 1 OB, C'r, 


(32) n 


r o% 


£{< 


r 

J ° da t 


+ 2 ^ + • • • + n ®n- 


8a„ 


(33) 


38 

drj 


2 

1 


\na 


as , / 

<3 h in 

da, 1 v 


1)«S 


d JL 

daj. 


+ 




Gleiehungen, in welehen die Function § links als Function von | und y, 
reehts als Function der Coefficienten der Formen fi gedaeht wird, und 
in welehen die Summenzeichen sich fiber alle an der Bildung von g 
betheiligten Grundformen erstrecken. Setzt man die Ausdrucke reehts 
gleich Null, so erhalt man die von Cayley angegebenen Differential- 
gleichungen. 

Um die IdentitiLt dieser Gleiehungen mit den Gleiehungen (26) 
einzusehen, knfipfen wir am Besten an die Gleiehungen (27) an, deren 
linke Seite ja mit der linken Seite von (26) ubereinstimmt. 1st (j)yX) 
= — — (px I) %i> so haben wir offenbar 



2^ 

Pyx 


II 

to 

d% 


-2*. 

\ P* 2 

-2 

£ 

W, 

cS 

dr,, 

also auch 







0 s- 
’ Te 

A 

(a 

/ffl,)” 1-1 a 'h a n 


(34) 



1 




t 23 

5 dr, 

— - 

-ir- 

1 

i (a/fli)".— 1 a’i, 

i 


*) Allgem ein er hat man 

2 

12 M 2 


, , as 

+ l^dr, 


33 1 

as I 


Sr, 


= 2n, (<*/ a,-)"- 1 (a/ x ) (a,- x) 

Diese Formel ist naturlich auch uomittelbar durcb Ausrecbnung zn erbalten. 
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Diese Ausdrucke konnen aber, gleich Null gesetzt, nacb Obigem 
(S. 190) die Gleiebungen (26) vollstandig vertreten, da die Gleiebungen 

7] || = 0 und % ^ = 0 aus jenen dadurcb erhalten werden, dass man 
die Coefficienten von x 2 und — x 2 jeden fiir sicli gleich Null setzt. 

Wir fiibren nunmebr die besondere Yoraussetzung ein, die Func- 
tion ^ sei eine ganze Function; worm bereits liegt, dass die Zahl 


2n.% 


g 


eine gauze Zabl ist. 


Zum Bestehen einer Identitat you der Form (31) ist dann yor 
Allem erforderlich, dass $ bomogen sei in £ sowohl als auch in r\ vom 
Grade g ; oder anders ausgedriickt, dass % in § und tj zusammen 
bomogen sei yom Grade 2g y und in oj allein vom Grade g . 

Ist aber diese Bedingung erfullt, so geniigt nun, wo $ eine ganze 

0 




Function ist, scbon eine der beiden Gleiebungen rj — 0, b ^ 


um g als e bie Inyariante zu kennzeiebnen. 

Denn wir konnen ^ als Function von § und y\ in bekannter Weise 
in eine nach Polaren von Elementarcovarianten (jx, fortschrei- 

tende Reihe entwickeln: 


8f — 2 A (i^y 0*1 (p<y) 9 ~ ! - 

0 

Dann aber wird z. B.: 

n H = 2 & & ~ ® ^ O **©' - *” 1 
0 

und das Versehwinden dieser Form hat zur Folge, dass die Bnt- 
wickelung von % sich auf ihr letztes Glied reducirt, dass also % eine 

Invariante ist, und aucb der anderen Gleichung 1^ = 0 geniigt. 

Von der Differentialgleicbung der Invarianten gelangen wir zu 
derjenigen der Covarianten, wenn wir dem System der Formen fa noch 
die lineare Form 


( 35 ) {yx) = (yrj) x a — (yg) x x = y 1 x i — y i x 1 ==' {yx) 

hinzufiigen, und diese nacbher als Veranderliche betrachten (Satz III 
§ 18). Sei m der Grad der Function % in (y q), (y%) 7 d. i. die Ord- 

nung der Oovariante, so baben wir nun g — % zu setzen, und 

von der allseitig-homogenen Function % zu verlangen, erstens, dass sie 
bomogen sei in Bezug auf rj vom Grade g, zweitens, dass sie der Dif- 

Study, TernUre Formen. 13 
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ferentialgleichung ^ = 0 geniige. Unter dieser Bedingung wird $ 

als Function von y u y 2 und den Coefficienten der Formen f] eine 
Covariante dieser letzteren Formen, genligt also der Gleicliung 

( 36 ) S (f„ Hi} y*) = (v l) 9 - S ( fh Su St)- 

Diese Art Covarianten zu defmiren, lasst sieli aber noeh erheblich 
vereinfachen. Es hindert uns liamlich Nichts, die lineare Form (gx) 
zu specialisiren, und gleich (rjx) zu setzen. Dadurch geht (35) fiber in 

(35 b) (yx) = — (n §) x t = — y, x x . 

Die Form 3": 

(37) S (f„ Vi, *) = So (/;) vi n - (?) & (/;) 2 I* 1 '- 1 ?/. + -■■• 

reducirt sieli auf ihr erstes Glied: 

(37b) S (fi,0,(riZ)) = So 

und statt der Gleicliung (3G) erhalten wir nunmehr diese: 

(36 b) S (ft, 0, (ij $)) = (v l) g - S (ft, Vi, %)• 

Da der zweite Factor rechts in (36b) noch ebenso allgemein ist, 
als der zweite Factor rechts in (36), so ist die vorgenommene Spe- 
cialisirung gestattet; wir brauchen also um die Covariante % geschrieben 
in Coefficienten der Formen f\ und den Veranderlichen %, % zu er- 
halten, nur die Function $ {f n 0, (rj £)) so zu bestimmen, dass sich der 
Factor (qj %) 9 abscheiden lasst. Die Bedingung dafur lautet aber auch 

jetzt noch = 0. Wir haben namlich durch die Substitution y = rj 

nur Grossen eingefuhrt, die bei der Differentiation nach | als Con- 
stante behandelt werden, und konnen in Folge clessen die Eeihenfolge 
beider Operationen vertauschen: Es ist identisch 

{v S (fi, Hu 2 / 2 ) )- =IJ = n || S (ft, 0 , (n £))• 

Die Bedingung v\ ^ S (/»•, 0, (V %)) — 0 reducirt sieb aber wegen der 

d 

Gleicliung (37b) sofort auf diese: ij ^ . S 0 = 0. 

Die Function So nun insofern einfacher als die urspriingliche 
Function %, als in ihr die Coefficienten y 1} y 3 der als Veranderliche ein- 
gefiihrten linearen Form (yx) nicht mehr auftreten. Sie ist hoinogen 
in den Coefficienten der Form fi vom Grade p,-, ferner homogen in p 
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vora Grade g — und (folglich) horn gen in £ vom Grade 

9i = g — m. Bezeichnen wir die Function g“ 0? dsn ersten Coeffieienten 
rechis in (37) ? wie gebrauchlich, als „Leitglied u der Function und 
schreiben wir fur g 1 wieder g , fiir die bisher mit g bezeichnete Grosse 
jetzt also g -f- so konnen wir nunmehr den folgenden ? in anderer 
Form von Herrn Cayley angegebenen 42 ) Satz formuliren: 

II. Sei eine Function cles Gebietes I vom jo/ en Grade in den 
Coeffieienten der Form f£ n *\ (i = 1 •• • g) } wo etwa 

f n) = a Q x 2 n — ) a 1 x 2 n ^ 1 x 1 + ••• + (— 1 ) n a n xC 

— (a v) n ^ ( i ) (^ v) n if 1 £) x 2 n ~~ 1 X x 4 . . 

Sei ferner diese Function in § homogen vom Grade g < — und 

also auch homogen in rj vom Grade g -f- m — £ n . — g 7 und moge 
dieselbe endlich der partiellen Differentialgleichung geuugen: 


0 


71 dt, 








+ na “~ 1 ^6; 


so ist g 0 eine Invariante % oder das Leitglied einer Covariante m Ux 
Ordnung § der For men f x ... f^ je nachdem m ~ 0 oder m > 0. 

TJmgekehrt besitzt jede Invariante , bemehungsweise das Leitglied 
einer jeden Covariante der Formen f die in vorstehendem Sake ge- 
nannten Eigenschaften . 

Die Ableitung dieses Satzes wiirde wesentlieb kiirzer ausgefallen 
sein, wenn wir von vorn herein das Leitglied einer Covariante hatten 
in Betracht ziehen wollen. Wir wiirden dann ganz so ; wie auf S. 193 
hinsichtlich des speciellen Falles der Invarianten gezeigt worden ist ? 


die Gleichung tj — 0 als charakteristisch fur diese Art homogener 

Functionen erkannt haben. Die vorstehmde umstdndlichere Ableitung 
des Satzes II ist aber darum vorzuziehen ? weil sie den Zusammenhang 
aufdecM, der zwischen der Differentialgleichung des Leitgliedes einer 
Covariante und der Differentialgleichung der Covariante $ selbst als einer 
simultanen Invariante besteht . Wir haben die erstere Differential- 
gleichung aus der letzteren hergeleitet. 

Der Satz II ist insofern von praktischer Bedeutung fur die Be- 
rechnung der Covarianten, als man aus dem Leitgliede einer Co- 
variante auch diese letztere selbst wieder herleiten kann: Man 
braucht ja ; um die Covariante § zu bestimmen, zufolge der Formeln 
(37b) und (36b) aus nur eine so hohe Potenz von (q|) abzu- 
scheiden ? dass £ ganz herausfallt. Der iibrig bleibende Factor ist 

13 1 
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dann die Covariante geschrieben in Coefficienten der Forrnen f\ und 
der Veranderlichen tj, und zwar unmittelbar in symbolischer Form, 
wenn man zur Abscheidung der Factoren (oj |) die Gordan’sche Reihen- 
entwickelung verwendet bat. 

Der Exponent der vortretenden Potenz von ('Jjl), d. i. der Grad 
von in |, also die Zahl ; die wir friiher mit g — m, in Satz II aber 
mit g bezeiebnet haben, wird dann offenbar die Zahl der Klammer- 
factoren vom Typus (ab), welcbe in ^ (fhVuV^) auftritt; das ist aber 
dieselbe Zahl, die als „Gewicht“ der Covariante bezeichnet wurde 
(S. 73 Anm.). Also ergibt sich weiter: 

III Urn den symbolischen Ausdruck der allgemeinsten Covariante 
der Fornien f m fmden, welcher die Gradmhlen p t und das Gewicht g 
mlcommen , bestimme man eine ganse Function $ 0 , welche homogen ist in 
den Coefficienten von f vom Grade p iy und ausserdem homogen in £ 
vom Grade g, in allgemeinster Weise so, dass sie der Gleichung 

Oj cr; 

rj -g™ = 0 geniigt Alsdann kann man aus ihr durch die Methode der 

Reihenentwickelung den Factor (jj iff abscheiden; der ubrigbleibende Factor 
ist unmittelbar die gesuchte Covariante geschrieben in der Veranderlichen rj. 

Urn alle linear unabhangigen Covarianten g Un Gewiclites zu linden, 
konnen wir daher mit Cayley so verfahren. 

Wir schreiben zuerst die allgemeinste Function $ 0 hin, welche in 
den Coefficienten von f homogen ist vom Grade p i} und zugleich 
homogen in | vom Grade g. Dieselbe wird eine Summe von Gliedern, 
deren jedes gleich ist dem Product aus einer willkiirlichen Constanten 
und einem Ausdruck der Form 

i 

worin a 0 ?: . . . a n \ die Coefficienten von f und die gewisse Exponenten 
bedeuten, zwischen welchen die folgenden Relationen bestehen: 

K {) 1 “p -p * # * "P — Pi 


V + P —jp* 

{ 0 "F 1 uf -p * • * + n t } 

+ 


+ {0 V J + F 

Sei C g die Zahl der Losungen dieses Systems von diophantischen 
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Gleicbungen; so wird C g zugleich die Gliederzakl der Function Um 
nun als das Leitglied einer Covariante auffassen zu konnen, haben wir 
die numeriscben Coefficienten in $ 0 so zu wablen, dass der Gleicbung 

rj = 0 genugt wird. Nun ist aber der Ausdruek ^ wieder ein 
Ausdruck von derselben Form, wie §r 0 , nur mit dem Unterschied, dass 
die Zahl g durch g — 1 ersetzt ist. Die Gleicbung r\ ~ — 0 liefert 

also hochstens Q g ~\ unabhangige Bedingungsgleichungen fur die 
numeriscben Coefficienten der Function § 0 ; es ist aber denkbar, dass 
sie aucb weniger Bedingungen liefert, da wir zunachst nicht wissen, 
ob unter den erbaltenen Gleicbungen nicbt eine Anzabl eine Folge 
der iibrigen sind 43 ). 

8 Sf 

Wir bebaupten, dass die Gleicbung q = 0 in der That C g — % 

und nicbt weniger unabhangige Bedingungen darstellt; dass also 
Gy — 6^—i und nicbt mebr linear unabhangige Covarianten vom Ge- 
wicbte g vorbanden sind. 

Um diesem Satz eine einfacbe Fassung geben zu konnen, beruck- 
sicbtigen wir, dass die Gleicbungen (38) offenbar aucb durch das 
folgende System von Bedingungen ersetzt werden konnen: 

^ { [#i* + + * * ■ + Kn t \ + DV + ' ‘ * x n]\ + ’ * ’ + } = Q 

1 

Pi > W H — + > W H — + SJ > * * * > o. 

Hier ist aber der Inbegriff der n Zalilen [z L l + • * + % n \\, 
[%</ + • * * + itnQ • • * durch welchen die Zahlen eindeutig be- 
stimmt sind, an keine andere Bedingung gekntipft, als die, dass jede 
von ihnen der Reihe 0, 1, ...j p* angehoren soil. Wir konnen daher 
den in Rede stehenden Satz so ausdriicken: 

IY. Sei C ff die Zahl , welche angibt , wie oft g auf verschiedene 
Arten ah Summe von n x -f- n 2 -f- * • • + n^ Zahlen dargestellt werden 
ham, von welchen n x der Reihe 0, 1 , . . . p u n 2 der Reihe 0, 1 , . . . p 2 , 
u. s. f. mit unbeschrdnMer Wiedcrholung entnommen sind; so ist 

Gy — Gy i die Zahl der linear unabhangigen Covarianten g tm Ge~ 

wichtes, p % tm Grades im System der q Unarm Formen f n i . 

Der Beweis der Unabhangigkeit der Gleicbungen r\ = 0, 

auf welcher dieses Theorem berubt, gelingt auf Grund eines in der 
Anmerkung auf Seite 100 angegebenen Satzes 44 ). Wir bereehnen die 
Anzabl N aller linear unabhangigen Constanten, welche uberbaupt in 
alien linear unabhangigen Covarianten mit den Gradzahlen p L vorkommen. 
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Sei P g die Zahl der linear unabhangigen Covarianten g ten Gewichtes, 
so ist jedenfalls 

P g >c g - c g - 1 . 

Also ist die Zahl der Constanten, welche diese Covarianten enthalten, 
(m + 1) P g = (2n iPi -2g + l)P a > 0 Sn,p, -2g + 1) (C f - C u - X ). 

Schreibt man diese Ungleiclmng fur alle moglichen Werthe von g , 
also von g = 0 bis zu g — [i, wo [i die grosste in \ En h pi enthaltene 
ganze Zahl, nnd addirt alle so entstandenen Ungleichungen, so erhalt 
man bei einem geraden Werthe von En t pii 

+2^_ 1 + -*- + 2C 0 

und bei einem ungeraden Werthe von En^x 

W^26; + 2C,_ 1 + ... + 2C 0 . 

Nun ist aber offenbar 

(39) C (J = Cs niPl — ff ] 

denn man kann die Bedingung, welcher die Function zu genilgen 
hat, ebenso vollstandig dadurch ausdriicken, dass man verlangt, sie 
soil homogen sein in tj vom Grade EniPi — • g 7 als durch die For- 
derung, dass sie homogen sein soli in £ vom Grade g. Man kann 
daher die beiden vorstehenden Ungleichungen in eine einzige zu- 
sammenfassen, welche fur gerade wie fur ungerade Werthe von Snip, 
in gleicher Weise gilt: 

JV>O 0 -f Q + .-. + Ov^.. 

Erinnern wir uns nun der in Satz IV angegebenen Bedeutung 
der Zahl G g \ so erkennen wir sofort, dass hier auf der rechten Seite 
nichts Anderes steht, als die Zahl aller uberhaupt vorhandenen Mog- 
lichkeiten, aus den Elementen 0 . . . n x Elemente, aus den Elementen 
0.,.p 2 n 2 Elemente u. s. f. mit unbeschrankter Wiederholung heraus- 
zuheben; wir konnen unsere letzte Ungleichung also auch so schreiben: 



Hier gilt nun aber nicht das obere, sondern das untere Zeicben 
(S. 101); und das hat zur Folge, dass auch in alien den einzelnen Un- 
gleichungen, durch deren Summation die letzte entstand, das Zeichen > 
gestrichen werden muss. Wir haben in der That P g = C g — C g — i.*) 
Haben wir auf Grund der Satze II und IV die Leitglieder aller 

*) Man erhalt nach dem Cayley’s chen Satze noeh einen zweiten Ansdruck 
fiir die Anzahl der linear unabhangigen Covarianten ^en Gewichtes p^ 011 Grades 
der Formen f n wenn man n&mlich die Covariante als eine simultane Invariante 
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linear unabhangigen Covarianten g ten Gewichtes bestimmt, so fin den 
wir auf Grund des Satzes II die symbolischen Ausdrficke dieser Co- 
varianten selbsi Man kann aber nack Cayley den (unsymbolischen) 
Ausdruck einer Covariante, welcbe durch ikr Leitglied gegeben ist, 
aucb unmittelbar binsehreiben. Da dieser Satz auf dem von uns be- 
tretenen Wege liegt, so wollen wir aucb ibn an dieser Stelle nocb 
zur Ableitung bringen. 

Es sei die Covariante % durcb den Ausdruck gegeben 

3 = («y)“ = % 0 y a “ — (i) y.^- 1 y t H g 

worin jeder Coefficient eine Function der Coefficienten der Formen 
f x . . ist. Denken wir uns nun die Formen f\, (gx) wie oben durcli 
die Substitutionen (28) abhangig gemacbt von den Formen f h (§x\ 
so geht fiber in 

= {nl) 9+m - % ( Ji,v ) = (<j («*)"*, 

worin jetzt $r 0 , . . . Functionen von £, ^ werden. Die Zahl # ist, 

wie in Satz III und Satz IV, das Gewiclit der Covariante und bat den 
2 n p m 

Werth — - — — . Nun ist aber andrerseits 

(•'?!)"' (ay) n = {(a-Jj) (Jjl) — («£) (yy)\ m 
= (a ’?)’"• (j/ 1 )'" — (**)• (« ’?)"*- 1 (a 0 - (# §)" t_1 (# *?) -f • • • 

Durch Vergleichung dieser beiden homogenen Functionen von (]/£) 
und Qjrj) folgt: 

der Formen f x . . . und der linearen Form (yx) auffasst, welcbe in Bezug auf 
letztere den Grad m = 2n i p i — 2 g besitzt. Man bat dann die Anzahl der 
ganzzabligen Losungen der Gleicbung 

«l° + ^{ a t + «iH f «»•} ==£/ + »» 

1 

zu bestimmen, in welcber die Zahlen d l y den Bedingungen nnterworfen sind: 
cc t 0 <^ <Lp z , Sei F g die Anzabl der Lfisungen dieser Aufgabe, so wird die 
Zabl der linear unabbangigen Covarianten m *er Ordnung, p^ Grades dargestellt 
durcb den Ausdruck F g — F g _ v Dieser muss gleicb C g — C g _ x sein. In der 
That bat man 

Tg = Cg + m + Cy + m— 1 + * * ’ ^Q} 

Cg - 1 = Cg + (]i ~ 1 + “ * + Gy + Cg- 1, 
also Cg Cg 1 === Cg^-))l G g 1 = Gji’jj.j). g Cg 1 = Cg Cg~ 1 « 
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(40) 


So == (yfy- («’?)"' 

Si = (v %)' J - 


u. s. f. Hieraus aber fliessen uainittelbar die Identitaten : 


(41) 



t 

5 dr, ’ 



£ 

S dr, 


u. s. w. 


"d . 

Hier braucht man nur die Operation | dureli ihren in Formel (33) 

gegebenen Ausdruek zu ersetzen, um die Darstellung der Coefficienten 
Si? Su durch das Leitglied $ 0 , mid mit einer leicliten Verallgemei- 
nerung tiberhaupt die Darstellung irgend eines Coefficienten der Co- 
variante durch irgend einen anderen zu finden. Insbesondere liaben 
wir den Satz 45 ): 

Y. 1st §r 0; das Leitglied einer Govariante bekaunt, so ist diese 
- selbst gegeben durch den Ausdruek 

s = Soft* - s ^ + ik (s v - + 


Der rechten Seite dieses Ausdruebs kann man leiclit aucli einen 

QCr 

begrifflichen Inhalt unterlegen, wenn man % als Symbol einer 
infinitesimalen Transformation deutet. 

Wir haben im Yorstehenden die wesentliclisten der Satze zur Dar- 
stellung gebracht, welche den ausgedehnten, von Herrn Sylvester und 
seinen Schtilern entwickelten Tkeorien zu Grunde liegen. Mocliten 
die mitgetheilten Ableitungen dieser Satze etwas dazu beitragen, die 
Breite der Kluft zu inindern, welclie zwiseben den verscliiedenen Be- 
handlungsarten der Algebra der linearen Transformationcn immer nocli 
bestelit. 
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Zum I. Absehnitt. 

1) S. 5. Vgl. Kronccker 3 Gmndziige einer orithmetischen Theorie der alge- 
bmischen Grossen. Festschiift, Berlin 1882 (Crelle’s Journal Bd. 92). § 8, S. 7. 
Die in diesem Werke niedergelegten Ideen sind fur die gauze Gestaltung der im 
Teste aufgestellten Grundbegriffe roaassgebend gewesen; aucli babe ick micb der 
in demselben angewendeten Terminologie im Wesentlicben angescblossen. 

2) S. 6 . Die invarianten Differentiationsoperationen bilden also eine besondere 
Classe der sogenannten Differentialinmrianten. Fur uns kommen sie in der Haupt- 
sacbe nur als erzeugende Processe von Invarianten in Betraclit. Icb sage darum 
absicbtlich „Ditterentiationsprocess 4< oder „Differentiationsoperation u und nicht 
„Dilferentialausdruek“. 

3) S. 10. AronJiold: Ueber eine fundamentale Begrundung der Invarianten - 
theorie. Crelle’s Journal Bd. 62 (1863). 

4) S. 14. Nacb dem Vorgange anderer Matbematiker bediene ieh micb der 
Bezeicbnungen „Geometrie“ und der gewobnlicben Geometrie entnommener Ans- 
driicke aucb bei Untersucbungen, die sicb auf eine mebr als dreifacb ausgedebnte 
Mannigfaltigkeit bezieben, bei Untersucbung von Gebilden also, die der An- 
scbauung (unmittelbar) nicbt mebr zugiinglicb sind. Scbon die Geometrie auf der 
goraden Linie gibt sebr baufig Anlass zur Einfiibrung solcber boberen Mannig- 
faltigkeiten. Den Satzen aber, zu welcben man bierbei gefubrt wird, liegt nicbt 
selten der namlicbe Gedanke zu Grunde, wie gewissen Satzen der Geometrie des 
dreifacb ausgedebnten Raumes. Man bat dann bei Gebraucb einer der Geometrie 
entlebnten Redeweise unter anderen Vortbeilen aucb den, zur Darlegung eines 
solcben Zusammenbanges nicbt langatbmiger Auseinandersetzungen zu bediirfen, 
sondern ibn obne Weiteres ganz allein durcb die gewiiblte Terminologie zur 
Evidenz zu bringen. Solcben Erleicbterungen des Verstitndnisses, die zugleicb 
eine Yertiefung des Gedankeninbaltes der Tbeorie bedeuten, solltc man nicbt aus 
dem Wege geben. Wobl aber erscbeint die Forderung berecbtigt, dass man sicb 
boi Untersucbungen auf dem Felde der Analysis der Begriffsbildungen der 
Geometrie wo moglicb nur als eines Hilfsmittcls zur Verdeutlicbung bedienen soil, 
nicbt aber solcbe Scblusswcisen anwenden darf, die der Geometrie eigentbumlicb 
sind, und nicbt in die Spracbe der Analysis iibertragen werden konnen. Es muss 
moglicb sein, das um der Darstellung willen gewablte geometrisebe Gewand an 
jeder Stelle, wo es beliebt, wieder abzustreifen. 

5) S. 27. Yon diesen Yerwandtscbaften ist bis jetzt von geometriseber Seite 
ber nur eine besondere Classe zuganglieb, die sogenannten Polarsysteme , deren 
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Theorie wir den sehr wertkvollen Untersuchungen des Herrn Thieme verdanken. 
Die quadratiscken Polarsysteme hat bereits v. Staudt behandelt, der uberhaupt 
als der eigentlicke Schopfer der Geometrie des Lineals zu nennen ist (wiewolu 
der Begriff derselben schon fruher auftrat). 

6) S. 27. Es ist das auek kaum anders zu erwarten, da aus einer Con- 
struction sick immer eine Menge anderer ergeben, unter denen dann auch wieder 
solche sein konnen, die ebenso gut, wie die ursprungliche zur Definition des 
betreffenden Gebildes brauchbar sind. Die Gleichwerthigkeit beider Bedingungen 
kommt dann eben darin ziun Ausdruck, dass beide in derselben Invarianten- 
Relation ihren gemeinsamen analytischen Ausdruck finden. — Um die Art der in 
Rede stehenclen Beziehungen zu erlautern, mag z. B. der folgende Satz aus- 
gesprochen werden: 

v Wenn die Polarsysteme bcliebig vieler bindrer Formen gegeben sind , so Uisst 
sick das Polarsystem jeder Hirer Covarianten dwell lineare Construction finden, “ 

Das Versckwinden einer Invariant© muss sich immer in Form eines so- 
genannten Schliessungssatzes ausdriicken lassen. 

7) S. 28. Der grosse Gedanke einer geometrischen Analysis wurde bereits 
von Leibniz erfasst, welcher deren Vorziige mit beredten Worten pries, wiewohl 
er selbst nock nicht im Besitze eines solchen Calculs war, sondern ihn nur ini 
Geiste erschaute. Leibniz’ Bestrebungen konnten bei seinen Zeitgenossen freilich 
noch kein Yerstandniss finden, und blieben auch spiiter noch lange vergessen, 
bis endlich in unserem Jahrhundert MoUus durch seinen barycentrischen Calcul, 
und vor Allem Hermann Grassmann durch die Schopfung seiner bewunderungs- 
wurdigen Ausdeknungslehre den Gedanken zu neuem Leben erweckten. Leibniz 
und auch noch Grassmann glaubten, dass es einen solchen Calcul gabe, welcher 
alle geometrischen Gedanken mit gleicher Einfachbeit und Yollendung zum Aus- 
druck brachte. Heute konnen wir sagen, dass dies nicht der Fall sein kann, dass 
das verschiedenartige Interesse, Oder, um den Gedanken s charter auszudrucken, 
dass die Geometrie verschiedener Transformationsgruppen auch verschieden- 
artige Hilfsmittel erfordert. Die Aufgabe wire! jetzt, zuniichst fur die wieh- 
tigsten dieser Gruppen ein geeignetes Algorithmensystem, oder eine Invarianten- 
theorio zu schaffen. 


Zum II. Abselmitt. 

8) S. 31. Der Satz ist in der an sich unnothigen Beschrankung auf homogenc 
Functionen ausgesprocken, weil wir ihn nur in seiner Anwendung auf homogenc 
Functionen brauchen. Ich habe ihn vorausgestellt, nicht, weil er gerade in dieser 
Form zum Beweise des Satzes II unentbehrlich ware, sondern weil er auch spiiter 
noch ofter benutzt wird. So elemental' das sofort auf beliehigo Rationalitiits- 
bereicho auszudehnende Theorem auch sein mag, so bedarf es doch cinos Beweises; 
und die Herleitung eines so vielfach gebrauchten Satzes sollte in keinom Lehr- 
huch der Theorio der Functionen von complexen Veranderlichen fehlen. Da 
ich indessen in den Lchrbiichern, welche mir zuganglich waren, den Satz nicht 
finden konnte, so will ich ihn hier nachtraglich noch ableitcn, um keine Ltickc 
zu lassen. — 

Es sei F eine Function m ten Grades, eine Function n ion Grades der Ver- 

‘anderlichen y, 0 Dann werden wir, ohne eine wesentliche Beschriinkung 

herbeizufiihren, (bekanntlich) die Annakme machen diirfen, dass in den Ent- 
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wickel ungen F = a Q x m + x m ~ 1 + • * # = b 0 x n + \ x 71 "" 1 + • * * die Coef- 

ficienten a 0 und b 0 von Null verschieden sind. Wenden wir nun auf F und 
die zunachst nur als Functionen von x betracktet werden, das Yerfaliren zur 
Aufsuckung des grossten gemeinsamen Theilers an, wodurcb das bekannte Schema 

F = G . $ + 

$ = G x , d\ + 


$ = Q. $ _L $ , ^ 

/ — I x’ « *x-fl 

entstehen mdge. Hier sind 6r und ganze Functionen von x, y, z, . . 
# t , $ 2 , ... sind ganze Functionen von a?, deren Grade eine abnekmende 

Eeihe bilden, und alle Functionen G L sind rationale Functionen der Verander- 
lichen x, y, z, . ... Ware nun die Function von Null verschieden, so konnte 
auch die letzte, von x unabhangige Function nicht Null sein; denn sonst 

wurde man in einem gewissen Theiler des Zahlers von $ y sogleich auch einen 
Theiler von # erhalten, wahrend <5 unzerlegbar sein soli. Nehmen wir nun die 
Werthe von 2 /, £, ... so, dass ^ x j rl von Null verschieden ist, den Werth von x 
aber so, dass $ Null wird, so verschwindet nach Yoraussetzung auch F 1 es 
verschwindet also die Eeihe von Functionen ^ . <& yJ ^ 1 . Iiierin liegt ein 

Widerspruch; es ist also identisch gleich Null, was zu beweisen war. — 

Hierbei ist zunachst vorausgesetzt worden, dass m > n sei. Man tiberzeugt 
sich aber sofort, dass der andere Fall, in welchem n > m ware, uberhaupt nicht 
eintreten kann; man hat nur F mit einer willkurlichen ganzen Function 
Grades zu multipliciren und auf das Product dieselbe Schlussweise anzuwenden. — 

Einen anderen, etwas weniger elementaren Beweis hat Herr Holder gegeben. 
( v Zum Invariantenbegriff ie y Mathematisch-Naturwissenschaftliche Mittheilungen, I, 
Tubingen, Fues). 

0) S. 31. Dieser Satz, auf welchem vornehmlich die Tragweite des ba- 
varian tenbegriffes beruht, riihrt von Aronhold her. (Anm. 3. S. 201.) Der hier 
mitgetheilte Beweis ist von Gram angegeben: Sur quelques thcor ernes fondamentaux 
de Valgebre moderne . Math. Ann. Bd. 7 (1873). 

10) s. 35, Ygl. Gauss > Briefweclisel mit Schumacher Bd. 4, Nr. 833, S. 147. 

11) s. 40. Sylvester , Sur les actions mutuelles des formes invariantives de - 
rivees. Crelle’s J. Bd. 85. S. 89 ff. (1879). Dort wird ein dem oigentlichen Sinne 
nach mit dem Satze IV gleichwerthiges Theorem ausgesprochen. Der Hilfssatz 
auf S. 36 isfc in dieser Form von Herrn Lipschitz angegeben und bewiesen worden 
(Demonstration of a Fundamental Theorem obtained by Mr, Sylvester. Am. Journ. 
v. I. p. 330 etc.). An ersterem Orte (S. 91) wird folgender Satz formulirt: „Dans 
un Quantic prepare deux substitutions contraires operees sur les variables induisent 
deux substitutions contraires operees sur les elements “ und die Bemerkung hinzu- 
gefiigt, dass die genannte Eigenschaft den „ praparirten Formen 41 cigenthumlich 
sei. Das ist nun augenscheinlich unrichtig: Dieselbe Eigenschaft kommt einer jeden 
algebraischen Form zu, deren Coefficienten uberhaupt irgendwie normirt sind. Wie 
aber die weitere Entwickelung zeigt, ist der Satz nicht wbrtlich zu verstehen. Es 
wird namlich nicht, wie man nach der vorausgeschickten Definition erwarten 
sollto, unter der „ substitution contraire (e die entgegengesetzte Substitution einer 
gegebenen verstanden, sondern diejenige Substitution, die wir als die „transponirte 
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der entgegengesetzten “ bezeicknen wiirden. Der hiernach abgeanderte Satz ist 
mit dem Theorem IY gleichwerthig. Er hat allerdings, wie auch Herr Sylvester 
selbst schorl bemerkt hat, noch den Mangel, dass der eigentliche Grundgedanke, 
welcher auf der gleichzeitigen Betrachtung zweier zu einander dualistischer 
Formen beruht, nicht zum Yorschein kommt; man sieht nicht recht, warurn nicht 
einfacher gesagt wird „Dans un Quantic pr£par6 deux substitutions transposees 
operees sur les variables induisent deux substitutions transposees operees sur 
les elements** (Ygl. Sylvester, Note on the Theorem contained in Prof. Lipschitz’s 
paper y Am. Journ. vol. I. p. 341 ss.). — Auf einer -welter fortgeschrittenen Ent- 
wiekelungsstufe der symbolischen Methode wurde der in Bede stehende Satz noch 
viel leichter zu beweisen sein; er wird eigentlich selbstverstandlich (Ygl. die 
Formeln des § 16). 

12) S. 43. Vgl. Salmon, Algebra der linear en Transformationen. Zweite 
deutsche Ausgabe Art. 130, 139 und Anm. 44. 

13) S. 52. Sylvester , Sur les actions mutuelles etc. Crelle’s J. Bd. 85. 

14) S. 55. Diese Reihenentwickelung , wie auch die des § 4, gab Herr 
Gordan; Ueber Gombinanten, Math. Ann. Bd. 5 (1871), Die zweite Reihenent- 
wickelung wurde gleichzeitig von Clebsch angegeben ( Theorie der bindren alge- 
braischen Formen, § 7), jedoch in der Beschrankung auf bimire Formen, und 
ohne die wichtige Reihenentwickelung fur die Polaren der Elementarcovarianten. 
Die Satze, welche sich auf die Zusammenstellung zweier dualistisch gegenuber- 
stehender Entwickelungen beziehen, scheinen bis jetzt nicht bemerkt worden 
zu sein. 

15 ) S. 67. Dieser Satz wurde (in nicht -dualistischer Form) von Clebsch 
aufgestellt: Ueber eine symbolische JDarstellung algebraischer Formen , Crelle’s J. 
Bd. 59 (1861). Der Grundgedanke des hier mitgetheilten Beweises riihrt von 
Herrn Gordan her, der jedoch bei ternaren und hoberen Formen von den 
Reihenentwickelungen keinen Gebrauch mackt (S. Gordan- Kerschenstciner § 102, 
104, 105). 

16) S. 74. Die Unterscheidung der geraden und ungoraden (ternaren) Formen, 
oder der Formen „geraden und nngeraden Ckarakters“ riihrt von Clebsch her. 

17) S. 76. S. die Abhandlung des Yerfassers: „Ueber terndre lineare 
Formen Math. Ann. Bd. 30 (1887). Der dort gegebene Beweis bedarf einer 
Abanderung, welche hier vollzogen ist. — Die Identitaten A und B, A ' und B' 
sind offenbar hinsichtlich des praktischen Rechnens nicht als wesentlich ver- 
schieden anzusehen. 

In der Theorie der guaterndren Formen hat man drei Arten von 
unter einander gleichwerthigen, und als unzerlegbar zu bctrachtenden Ver- 
anderlichen zu unterseheiden, entsprechend den geometrischen Bcgriffcn des 
Punktes, des linearen Complexes, und der Ebene. (In der Invariantentheorie 
muss an Stelle des analytisehen Gebildes, welches die Gerade darstellt, das nur 
wenig allgemeinere Gebilde treten, welches den linearen Complex vertritt.) 
W ollte man einen Satz aufstellen, welcher fur die Theorie der quaternaren 
Formen eben so viel leistet, als der Satz des Textes fur die ternaren Formen, so 
mtisste man alle die unzerlegbaren Identitaten bestimmen, welche zwischen den 
simultanen Invarianten einer unbegrenzten Zahl von Formen der drei verschiedenen 
Arfcen bestehen; es wurde also nicht geniigen, die Formen, welche don Punkten 
und Ebenen entsprechen, allein in Betracht zu ziehen. Wir ditrfen in der Zahl 
der in Rede stehenden Identitaten im Yergleich zu der Anzahl der bei den 
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ternaren Formen vorhandenen wohl ein Maass fur die Schwierigkeiten erblicken, 
welche die Theorie der qnaternaren Formen im Vergleicb zn der der ternaren 
Formen darbietet. Denn auf diesen Identitaten beruhen in letzter Linie alle sym- 
boliscben Rechnungen. — 

Herr R older hat neuerdings die Thatsache hervorgehoben, dass eine identisck 
verschwindende Function von gewohnlichen reellen oder complexen Grossen den 
Werth Null hat mrmdge der zwischen je zwei, beziiglich drei solchen Grossen 
bestehenden Identitaten: 

a -f b = b + a 
(a -*{- 5) -j-* c = ci -j- ( b -j- c ) 
a.b = b. a 
{ab). c = a . Q b c) 

(a -f b). c = a, c + b. c 

(Gott. Nachr. 1889, Nr. 2, S. 34). Die grosse Analogie dieses Theorems mit dexn 
Satze des § 6 fallt in die Augen. Aehnliche Siitze werden sich bei einem jeden 
in sich abgeschlossenen Grossengebiet aufstellen lassen. 

18) S. 80. Vgl. Gordan-Kersckensteiner Bd. II, Nr. 117, S. 132. 

19) S. 84. 90. Glebsch , Ueber eine Fundamentalaitfgabe der Invananten « 
theorie. Goett. Abh. Bd. 17 (1872). 

20) S. 101. Crelle’s J. Bd. 85 (Vgl. Anm. 11). Auch Herr Stroll bat vor 
langerer Zeit eine Verallgemeinerung des Sylvester 1 schen Satzes in Aussicht gestellt 
(Math. Ann. Bd. 22, S. 405 (vgl. Anm. 26)). Die Anwendbarkeit der sehr zweck- 
massigen Methoden, durch welche er neuerdings (Math. Ann. Bd. 33, 1888, „Eine 
fundamentale Eigenschaft des Ueberschiebungsprocesses“) das in § 9 behandelte 
Problem in Riicksicht auf bindre Formen erledigt hat, scheint leider auf diesen 
Fall beschrankt zn sein. 

21) S. 102. Diese Satze, wie den zngehorigen Beweis gab im Wesentlichen 
Gram . (Vgl. Anm. 9.) 

22) S. 104. Die zuerst von Aronhold systematisch behandelte, ganz all- 
gemein gestellte Frage: Wann eine algebraische Form F in eine andere F' durch 
eine lineare Transformation (d. h. in unserer Terminologie durch eine „allgemeine“ 
lineare Transformation) ubergefiihrt werden kann, hat wohl erst durch Gram eine 
befriedigende Beantwortung gefunden, im Sinne des Satzes III. Man kann sie 
offenbar auch durch die folgende ersetzen: Wann die Gleichung F = 0 durch 
eine lineare Transformation von der Determinante Eins in die Gleichung F = 0 
ubergefiihrt werden kann. Beide Fragestellungen decken sich; sie decken sich 
aber nicht mehr in ihrer Ausdehnung auf simultane Systeme. Wir haben im 
Texte nur die fur uns bedeutungsvollere Frage behandelt, bei welcher Formen, 
die sich nur um einen Zahlenfactor unterscheiden, einander gegenseitig ver- 
treten konnen. 

28) S. 107. Diese Satze sind zwar vielfach angewendet, aber wohl noch 
niemals in einer geniigend scharfen und allgemeinen Fassung ausgesprochen 
worden. — Der auf Seite 105 eingefuhrte Ausdruck „K6rper u ist in ahnlichem 
Sinne boreits von Herrn F. Klein gebraucht worden. 

24) S. 107. Herr Christoff el hat im 19 tea Bande der mathematischen An- 
nalen („Bemerlcimgen zwr Invaviantentheorie“) einen Satz aufgestellt, welcher 
besagt, dass man in der Gleichheit der beiderseitigen absoluten Invarianten ein 
hinreichendes Konnzeichen ftir die Transformirbarkeit zweier Formen F und F' 



206 


Anmerkungen und Litteraturnachweise. 


in einander in dem einzigen Falle hat, wo eine daselbst „Qrdnung der systema- 
tischen Elimination** genannte Zahl ihren grosstmSglichen Worth erreicht. 
Diese Zahl stimmt fur den Fall einer Grundform (g = 1) uberein mit der von 
uns durch 8 + Q — c bezeichneten Zahl. Leider hat es mir nicht gelingen wollen, 
die schwierigen Entwickelungen, durch welche Herr Christoffel zu seinem hochst 
werthvollen Theorem gelangt, durch eine einfachere und den sonst in dieser 
Schrift befolgten Methoden homogene JBetrachtung zu ersetzen. Ich begntige mich 
daher, den Satz in der Form auszusprechen, welche er unter Gebrauch der von 
uns verwendeten Terminologie annehmen wiirde : 

„Dafiir, dass man die Gesammtheit der Gleichungen F i = 0 in die Ge- 
sammtheit der Gleichungen F! = 0 durch lineare Transformation uberfuhren 
lann, ist die Gleichheit der beiderseitigen absoluten Invarianten nicht allein eine 
nothiuendige , sondern auch eine hinreichende Bedingung immcr dann } und nur 
darn, wenn die m den Gleichungen F i = 0 und F,' = 0 gehorigen Zahlen c 
und 6 beide den Ideinstmoglichen Werth s liabenT 

25) S. 111. In Betreff des Falles m = 2, n = 0 sehe man die Habitation s- 
schrift des Verfassers: v Ueber die Geometrie der Kegelschnitte ({ (Math. Ann. Bd. 27), 
wo der symbolische Ausdruck von l ft gegeben ist. Das entsprechende Problem 
aus der Theorie der binaren Formen bietet auch ini allgemeinen Falle keine 
Schwierigkeit dar. (Ygl. § 13, S. 124.) 

20) S. 121. Die Determinant© (3) gab Herr Gordan („Ueber Combinanten“, 
Math. Ann. Bd. 5), die andere Fundamentalcombinante Herr Stroh, in einer von 
der des Textes verschiedenen Form. („Zur Theorie der Combinanten“, Math. 
Ann. Bd. 22.) 

27) S. 123. Brill, Ueber bindre Formen und die Gleichung 6 . Grades , Math. 
Ann. Bd. 20 (1882). 

28) S. 125, 126. Stroh a. a. 0. (Anm. 26). 

29) S. 132. Die entsprechende Darstellung der linearen Transformationen 
des binaren Gebietes hat Herr Stephanos untersuclit in einer vortretf lichen Ab- 
handlung: Memoir e sur la representation des homographies binaires par des points 
de Vespace etc . Math. Ann. Bd. 22 (1883). 

80) S. 138. Reprasentirt man auch die linearen Transformationen des 
dreifach ausgedehnten Raumes durch Punkte einer linearen, 15fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit, so entsprechen den Transformationen der Gruppe G d Punkte 
eines linearen Raumes B Q . Diese Punkte werden vermoge der Transformationen 
der Gruppe G 9 durch eine achtgliedrige Gruppe des Raumes B d7 die „adjun- 
girte** von G Q vertauscht, welche alle Punkte einer gewissen Geraden, ferner alle 
Raume B 8 eines gewissen Biischels einzeln stehen lasst. Der identischen Trans- 
formation U Q X 0 + + U$X 2 ist ein Punkt jener Geraden zugeordnet; die 

Combination von irgend zwei quatemaren Formen U Q X 0 + X 0 + 2\ 

aher fiihrt in den siebenfach ausgedehnten, zu der ausgezeiclineten Geraden voll- 
standig schiefen Raum hinein, welcher den Durchschnitt aller jener Raume B & 
bildet, und durch die ternaren Normalformen S bestimmt wird. Als „Symbole u 
der infinitesimalen Transformationen von G 0 kann man daher die quaternaren 
Formen wahlen, welche einem beliebig herausgegritfenen Raume B 8 jenes Biischels 
zugehOren — vorausgesetzt, dass der Raum B 8 nicht gerade derjenige ist, welcher 
den der identischen Transformation entsprechenden Punkt enthalt. 
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Unter den Bliumen E s befinden sieb aber zwei besonders ausgezeichnete. 
Erstens derjenige, dessen Ponkte den qaiatemaren bilinearen Formen U 0 X Q + T 
von verscbwindender linearer Invariante zngeordnet sind; batten wir diese Formen 
als Symbole infinite simaler Transformationen genommen, so hatten wir in diesen 
Symbolen die unmittelbare Yerallgemeinerung der anf Seite 134 eingefubrten Sym- 
bole S; sie baben die Form X U 0 X 0 + T, wobei T= (DX) (JJA) eine ternare Form 
bedentet, deren lineare Invariante (DA) den Wertb —X besitzt. Zweitens 
befindet sicb nnter den Eaumen B s einer, dessen Punkte sammtlicb quaternaren 
Formen von verscbwindender Discriminante , namlich den in Wirklicbkeit nnr 
ternaren Formen T = (PI) (UA) entsprecbenj und diese letzteren Formen 
aind die im Teste bebandelten Lie’schen Symbole. — Wahrend also in der all- 
gemeinen projectiven Gruppe den infinitesimalen Transformationen nur auf eine 
einzige Art covariante endlicbe Transformationen eindeutig - nmkebrbar zngeordnet 
werden konnen, gilt das Gleicbe nicbt mebr fur gewisse ibrer Untergruppen, und 
man bat daber bei diesen nocb eine Willkiir in der Wabl der Symbole. 

81) S. 144. Eine allerdings nicbt vollstandige und aucb sonst nicbt ganz be- 
friedigende Losung dieser Aufgabe ist implicite entbalten in einer Abbandlung von 
Glebsch und Gordan: „ TJeber biterndre Formen mit contragredienten Variabeln“, 
Matb. Ann. Bd. 1 (1869). (Zum Tbeil reproducirt in Glebsch , Vorlesungen iiber 
Geometrie, bearbeitct von Lmdemann , S. 988 u. ff.) — Der auf Seite 144 aufge- 
stellte Satz ist inzwiscben vom Yerfasser verallgemeinert worden; s. dessen Ab- 
bandlung „Gomplexe Zahlen und Transformationsgruppen cc , Sitzungsbericbte der 
Slicbsiscben Akademie der Wissenschaften, 1889, Sitzung vom 6. Mai, § 5. 

82) S. 167. Der Satz lasst sicb auf Gebiete von beliebig vielen Dimensionen 
ausdebnen. Als notbwendige und ausreicbende Bedingung dafur, dass zwei oder 
mebr unabbangige infinitesimale Transformationen durcb fortgesetzte Combination 
die allgemeine projective Gruppe erzeugen, lasst sicb im Falle der Ebene aus 
den Untersuchungen von Herrn Lie die berleiten, dass weder ein Punkt, nocb 
eine Gerade, nocb ein Kegelscbnitt vorbanden sein darf, der alle vorgelegten Trans- 
formationen gestattet. Im Eaume treten an Stelle dieser Figuren der Punkt, der 
allgemeine und specielle lineare Complex, die Ebene und die Flache zweiten Grades. 

88) S. 169. Dieses Eeciprocitatsverbaltniss bat scbon Aronhold bemerkt, 
(Crelie’s J. Bd. 62, S. 295.) 

84) S. 174. Cayley , Nouvelles recherches sur les Covariants. Crelle’s J. Bd. 47 
(1854, datirt von 1852). 

85) S. 175. Crelle’s J. Bd. 62 (S. Anm. 3). Man vergleiche bierzu nocb 
Ghristoffel ebenda Bd. 68 (1868) und Matb. Ann. Bd. 19 S. 282, ferner Aronhold 
in Crelle’s J. Bd. 69 (1868), Gundel finger in der Fiedler’scben Bearbeitung der 
Salmon’schen Vorlesungen iiber die Algebra der linearen Transformationen 
(2. Auflage S. 452 ff.). Die in den erstgenannten Abbandlungen entbaltenen 
Unter sucbungen iiber die Anzabl der unabbangigen Invarianten bezielien sicb nur 
auf den Fall einer Grundform mit einer Veranderlichen. 

36) S. 175. Glebsch, TJeber die simultane Integration linearer partieller 
'Differcniialgleichungen. Crelle’s J. Bd. 65 (1866). Vgl. aucb Glcbschj Theorie der 
bindren algebraischen Formen , § 80. 

37) S. 178. Glebsch , in Crelle’s J. Bd. 59, S. Anm. 15. 

38) S. 185. Wegen der entsprecbenden Entwickelungen fur ternare Formen 
vergleicbe man Glebsch und Gordan , Matb. Ann. Bd. 1 (S. Anm, 31). 
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89) S. 189. Ygl. Gordan, Math. Ann. Bd. 12 S. 24 (1877). 

40) S. 190. Gordan-Kerschensteiner Nr. 114 u. 116; vgl. Clebsck B. F. S. 317. 

41) S. 190. Man vergleicke wegen des Folgenden die iibrigens in rnekr- 
facher Hinsicht abweickende Darstellung bei Fad di Bruno , Theorie der bindren 
Formen> bearbeitet von Walter, Cap. 4 nnd 5. 

42) S. 195. Cayley, Second Memoir ujoon Quantics . Phil. Trans, vol. 146 (1856). 

48) S. 197. In der nnter 41) citirten dentschen Bearbeitung des Fad di 

Bruno 1 scken Werkes wird ricktig kervorgekoben, dass die Unabkangigkeit der 
besprockenen C g ___ x Gleickungen nickt selbstverstandlick ist, aber irrtkiimlick an- 
gegeben, dass dieselben wirklick nickt in alien Fallen unabkangig sind (S. 122); 
gleickwokl aber wird spater eben diese bezweifelte Unabkangigkeit stillsckweigend 
voransgesetzt (S. 193, 194). Die italieniscke Ausgabe kabe ick nickt nack- 
seken konnen. 

44) S. 197. Weniger einfack ist der urspriinglicke Sylvestei^scke Beweia 
(Crelle’s J. Bd. 85. Ygl. Anm. 11). Zur Erleickterung der Ankniipfung an die 
Litteratnr des Gegenstandes seien die kier verwendeten Bezeichnungen mit den- 
jenigen zusammengestellt, deren sick Herr S. zur Darstellung derselben Grossen 
bedient: 

n x ^i^ 

Cg = (w : i x , j x ; i% <, J ♦ • •) 5 C g C g — ^ == A (w : i x , j x ; \ . . .) 

Pg~J) jgj .. .). Die kier als „Grad“ bezeicknete Zakl wird 

„Ordnung“ genannt, und umgekekrt. — 

Andere Beweise fur den Cayley 1 scken Satz IY gaben neucrdings die Herren 
Hilbert (Ueber eine Darstellungsiceise der invarianten Gebilde im bindren For men- 
gebiete, Matk. Ann. Bd. 30, 1887, bezw. 1885) und Stroll ( „Ueber einen Sate der 
Formentheorie <C 1 Matk. Ann. Bd. 31, 1888). 

45) S. 200. Ygl. Cayley a. a. 0. (Amn. 42), Fad di Bruno § 14 Nr. 10, 11 
(S. 158 — 161). 
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